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分岐点および特異極限の近傍での 
解形状と分岐曲線の 
概要に関する数学的結果 

非線形項を双安定な 
３次式に置き換え, 
極限方程式（D→∞） 
の数値計算による 
分岐構造の研究 

定常極限方程式の分岐構造の 
数学的研究 
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全ての解の表示式を求め, 
数値的に， 
二次分岐以降も含む, 
大域的分岐構造を解明した 
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変数変換 Cahn-Hilliard方程式 

モデルの提示 



・細胞運動モデルの極限方程式の，表示式を用いて 
 1次分岐のみならず2次分岐以上等のすべてを含む, 
 大域的分岐構造を数学的に証明したい． 

・各分岐曲線の安定性を数学的に証明したい. 

・極限方程式の分岐構造を元に拡散係数が十分大のときの 
 細菌運動モデルの定常解の極限形状を数学的に証明したい. 

研究の目的 
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非常に大きい. 
 
不活性たんぱく質の濃度は,ぼほ一様と見られる. 
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ということが経験的に知られている.  

WV
Wm

W ηγδη −







+

+= 22

2

細胞質 

0,, >mγη
0≥δ

( )VWf ,

細胞膜 

A：   活性たんぱく質 (Rho-GTP,     ) 
B：不活性たんぱく質 (Rho-GDP,           )     

● 
○ 

=
=

:
:

V
W    活性たんぱく質 A の濃度 

不活性たんぱく質 B の濃度 

＝(活性化速度)・V ー (不活性化速度)・W 

活性化速度はプラスのフィードバックがあるとしてヒル関数と仮定する. 



(第１項について V → W) GEFs で活性化される速度. 
生物学的には十分に解読されていないが、 
Vが多ければ多いほどVがWに変化するというプラスのフィードバックがある 
ということが経験的に知られている.  

WV
Wm

W ηγδη −







+

+= 22

2

細胞質 

0,, >mγη
0≥δ

( )VWf ,

細胞膜 

A：   活性たんぱく質 (Rho-GTP,     ) 
B：不活性たんぱく質 (Rho-GDP,           )     

● 
○ 

=
=

:
:

V
W    活性たんぱく質 A の濃度 

不活性たんぱく質 B の濃度 

＝(活性化速度)・V ー (不活性化速度)・W 

活性化速度はプラスのフィードバックがあるとしてヒル関数と仮定する. 

(第２項について, W → V) GAPsで不活性化される速度は単純に定数とする. 



細胞質 

細胞膜 

( )
( )











∈==
∞∈====

∞×∈−∆=
∞×∈+∆=

).1,0(),()0,(),()0,(
),,0(,0),1(),0(),1(),0(

),,0()1,0(),(,,
),,0()1,0(),(,,

00

2

xxVxVxWxW
ttVtVtWtW

txVWfVDV
txVWfWW

xxxx

t

t

ε
εε

A：   活性たんぱく質 (Rho-GTP,     ) 
B：不活性たんぱく質 (Rho-GDP,           )     

● 
○ 

=
=

:
:

V
W    活性たんぱく質 A の濃度 

不活性たんぱく質 B の濃度 

WV
Wm

W ηγδη −







+

+= 22

2 0,, >mγη
0≥δ

( )VWf ,
＝(活性化速度)・V ー (不活性化速度)・W 



W
W
VW

−
+ 2

2

1

W
W
VW

−
+ 2

2

1
：双安定 

……数学的考察が行いやすい、多項式 

W W

)1)(1( −−+ WWVW

)1)(1( −−+ WWVW



)1)(1(: −−+= WWVW
細胞質 

( )VWf ,
数学的な解析のため 
非線形項を置き換えた.  

細胞膜 

( )
( )











∈==
∞∈====

∞×∈−∆=
∞×∈+∆=

).1,0(),()0,(),()0,(
),,0(,0),1(),0(),1(),0(

),,0()1,0(),(,,
),,0()1,0(),(,,

00

2

xxVxVxWxW
ttVtVtWtW

txVWfVDV
txVWfWW

xxxx

t

t

ε
εε

A：   活性たんぱく質 (Rho-GTP,     ) 
B：不活性たんぱく質 (Rho-GDP,           )     

● 
○ 

=
=

:
:

V
W    活性たんぱく質 A の濃度 

不活性たんぱく質 B の濃度 



( )











==
====

−−+−∆=
−−++∆=

).()0,(),()0,(
,0),1(),0(),1(),0(

),1)(1(
),1)(1(

00

2

xVxVxWxW
tVtVtWtW

WWVWVDV
WWVWWW

TP
xxxx

t

t

ε
εε

Y.Mori, A. Jilkine and L. Edelstein-Keshet, 
SIAM J, Appl. Math 71(2011), 1401-1427. 

細胞極性モデル 



( ){ } 0dx),(),(
1

0
=+∫ txVtxW

dt
d

( ) ( ) m.dx)()(dx),(),(
1

0 00

1

0
=+=+∴ ∫∫ xVxWtxVtxW

Y.Mori, A. Jilkine and L. Edelstein-Keshet, 
SIAM J, Appl. Math 71(2011), 1401-1427. 

( )











==
====

−−+−∆=
−−++∆=

).()0,(),()0,(
,0),1(),0(),1(),0(

),1)(1(
),1)(1(

00

2

xVxVxWxW
tVtVtWtW

WWVWVDV
WWVWWW

TP
xxxx

t

t

ε
εε

細胞極性モデル 

質量保存 



Y.Mori, A. Jilkine and L. Edelstein-Keshet, 
SIAM J, Appl. Math 71(2011), 1401-1427. 

( )











==
====

−−+−∆=
−−++∆=

).()0,(),()0,(
,0),1(),0(),1(),0(

),1)(1(
),1)(1(

00

2

xVxVxWxW
tVtVtWtW

WWVWVDV
WWVWWW

TP
xxxx

t

t

ε
εε

( )( )

( )( )















==

==

−−+−=

−−++∆=
∂
∂

∫

.~)0(~),()0,(

,0),1(),0(

,dx1),(),(1)(~),()(~

,1),(),(1)(~),(),(),(

)(

00

1

0

2

VVxWxW

tWtW

txWtxWtVtxWtV
dt
d

txWtxWtVtxWtxWtxW
t

TLP

xx

ε

εε

∞→D     の時間発展問題の極限方程式 

細胞極性モデル 



( )











==
====

−−+−∆=
−−++∆=

)4().()0,(),()0,(
)3(,0),1(),0(),1(),0(
)2(),1)(1(
)1(),1)(1(

00

2

xVxVxWxW
tVtVtWtW

WWVWVDV
WWVWWW

CP
xxxx

t

t

ε
εε

(2)式の両辺を で積分する. x

( )( )dx1),(),(1),(),(dx),(dx),(
1

0

1

0

1

0 ∫∫∫ −−+−∆=
∂
∂ txWtxWtxVtxWtxVDtxV
t

ε

∞→D )(~),( tVtxV → とする.  
( )( )dx1),(),(1)(~),()(~ 1

0∫ −−+−= txWtxWtVtxWtV
dt
dε

このとき(1)式は 

( )( )1),(),(1)(~),(),(),( 2 −−++∆=
∂
∂ txWtxWtVtxWtxWtxW
t

εε

( )( )dx1),(),(1),(),(dx),(
1

0

1

0 ∫∫ −−+−=
∂
∂ txWtxWtxVtxWtxV
t

ε

∞→D の時間発展問題を得る. 以上より 



時間発展問題の極限方程式（         ） 

( )( )















==

==

=+=+

−−++∆=
∂
∂

∫∫

.~)0(~),()0,(

,0),1(),0(

,m~dx)()(~dx),(

,1),(),(1)(~),(),(),(

)(

00

0

1

0 0

1

0

2

VVxWxW

tWtW

VxWtVtxW

txWtxWtVtxWtxWtxW
t

TLP

xx

εε

∞→D



( )














=




 +=+

>>

==
∈=−−++∆

∫ ∫
1

0

1

0 00

2

. ~dx)( ~dx)(

,0~,0)(

,0)1()0(
),1,0(,0)1)(1~(

mVxWVxW

VxW

WW
xWWVWW

SLP
xx

ε

( )

( ) ( )














=




 +=+

>>
====

∈=−−+−∆
∈=−−++∆

∫ ∫
1

0

1

0 00

2

.dx)()(dx)()(

,0)(,0)(
,0)1()0()1()0(

),1,0(,0)1)(1(
),1,0(,0)1)(1(

mxVxWxVxW

xVxW
VVWW

xWWVWVD
xWWVWW

SP xxxx

ε

定常問題 

定常極限方程式（    ） ∞→D



( )














=




 +=+

>>′>

==
∈=−−++∆

∫ ∫
1

0

1

0 00

2

. ~dx)( ~dx)(

,0~,0)(,0)(

,0)1()0(
),1,0(,0)1)(1~(

mVxWVxW

VxWxW

WW
xWWVWW

SLP
xx

ε

( )

( ) ( )














=




 +=+

>>
====

∈=−−+−∆
∈=−−++∆

∫ ∫
1

0

1

0 00

2

.dx)()(dx)()(

,0)(,0)(
,0)1()0()1()0(

),1,0(,0)1)(1(
),1,0(,0)1)(1(

mxVxWxVxW

xVxW
VVWW

xWWVWVD
xWWVWW

SP xxxx

ε

定常問題 

定常極限方程式（    ） ∞→D

簡単のため単調増加 
なものを考える 
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Here, ),(),,( ⋅⋅⋅⋅ cnsn are Jacobi's elliptic function, 
)( ⋅K is complete elliptic integral of the 1st kind. 
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