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考える方程式系

(PE)











ut = ∆u−∇ · u∇v in R
2 × (0, T∗),

0 = ∆v + u in R
2 × (0, T∗),

u(·, 0) = u0 in R
2.

• u0 ≥ 0 is smooth, non-negative and radial in R
2.

• T∗は古典解の最大存在時刻であり、T∗ < ∞ならば解の爆発
時刻である。

目的. 上記の有限時刻爆発解の構成を、P. Raphaël and R
Schweyer [’12]の論文の方法に沿って説明する。
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結果 (P. Raphaël and R Schweyer [’12])

‖ε‖L2

Q
=

(

∫

ε2

Q

)1/2

‖ε‖H2

Q
= ‖∆ε‖L2

Q
+
∥

∥

∥

∇ε
1+|x|

∥

∥

∥

L2

Q

+ ‖ε‖L2 .

‖ε‖E = ‖ε‖H2

Q
+ ‖ε‖L1 .

# Q(x) =
8

(1 + |x|2)2。(Q, logQ)は (PE)の定常解である。

# (u, v)が (PE)の解であれば (u, v + c)(cは任意定数)も解で
あることを踏まえて、以後”(PE)の解 u”と呼び、

v(x, t) =

∫

u(x̃, t)
1

2π
log

1

|x− x̃|dx̃と定義する。

#遠方での減衰や滑らかさに関して十分良い初期値を考える
ことで一意に存在し、遠方での減衰や滑らかさの意味で適当
な解を考える。
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結果 (P. Raphaël and R Schweyer [’12])

Theorem. There exists initial data of the form
u0 =

1
λ2

0

Q(r/λ0) +
1
λ2

0

ε0(r/λ0) satisfies that

‖ε0‖E ≪ 1, 0 <

∫

u0 − 8π ≪ 1, 0 < λ0 ≪ 1,

where Q(r) = 8
(1+r2)2 ,

The corresponding solution (u, v) satisfy that

u(x, t) =
1

λ(t)2
Q

(

x

λ(t)
, t

)

+
1

λ(t)2
E

(

x

λ(t)
, t

)

and

v(x, t) = K[u](x, t) =

∫
{

1

2π
log

1

|x− x̃|

}

u(x̃, t) with

‖E(·, t)‖H2

Q
→ 0 as t → T∗,

λ(t) =
√
T∗ − t exp

(

−
√

| log(T∗−t)|
2 +O(1)

)

as t → T∗.
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補足 (Herrero and Velázquez [’96]との関連)

• Herrero and Velázquezでは同様の性質を持つ球対称解を
構成しているが Raphaël and Schweyerでは、球対称解に近
いが球対称である必要はない。

• Herrero and Velázquezでは接合漸近展開法 (走化性方程式
の爆発解の構成 Iで説明した手法)を用いており、空間 11次
元以上でベキが p > pJL以上の藤田型非線形熱方程式の爆発
解の構成 (Herrero and Velázquez, Mizoguchi, Seki etc)、空
間 11次元以上の走化性方程式 (S., S. and Mizoguchi etc)、
Harmonic mapの Heat flow (Seki etc)等の爆発解の構成に応
用できる。
#比較定理を用いる。
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補足 (Herrero and Velázquez [’96]との関連)

• Raphaël and Schweyerの手法も mass critical Nonlinear
Schrödinger equation, heat flow of 2D harmonic map ,
p = (n+ 2)/(n− 2)の非線形項を持つ藤田型熱方程式等の爆発
解の構成に用いられている。
#比較定理は使わない。
# “criticalな場合”, “定常解が具体的に表現できる場合”に使
える。
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爆発解構成の方針

論文では球対称を仮定していないが、この解説では簡単のた
め扱う関数は全て球対称とする。
以下の自己相似変換された解 qを構成する。

u(x, t) =
1

λ(t)2
q(y, s),

ds

dt
=

1

λ(t)2
, y =

x

λ(t)
.

T∗(< ∞)を古典解の最大存在時刻 (爆発時刻)とする。
以下で λの決定の仕方を述べるが結果的に λ, sは以下のよう
になる。

λ = O(1)
√

T∗ − t exp(−
√

| log(T∗ − t)|/2),
s = O(1)

√

| log(T∗ − t)|/2 exp(
√

| log(T∗ − t)|/2).

従って、s → ∞ (t → T∗).
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リアプノフ関数と線形化作用素

以下が成り立つ。

F(u) =

∫
(

u log u− 1

2
uv

)

=

∫
(

u log u− 1

2
uK[u]

)

d

dt
F(u) +

∫

Q|∇(log u− v)|2 = 0

実際、 d
dt

∫

u = 0より
∫

ut(log u− v) =

∫

[∇ · (∇u− u∇v)](log u− v).
∫

[∇ · u∇(log u− v)](log u− v) = −
∫

u|∇(log u− v)|2.
∫

ut(log u− v) =

∫

[(u log u)t − ut +∆vtv]

=
d

dt

∫

[(u log u)− 1

2
|∇v|2] = d

dt

∫

[(u log u)− 1

2
uv].
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リアプノフ関数と線形化作用素

p ∈ L2
Q,

∫

p = 0 and Q+ ηp > 0(|η| ≪ 1)であるとき、

H(η, p) =

∫

(Q+ ηp)

[

log(Q+ ηp)− 1

2
K[Q+ ηp]

]

≥ H(0, p).

(対数型 HLS)

ゆえに、H′′(0, p) =

∫
[

p2

Q
− pK[p]

]

=

∫

pM[p] ≥ 0.

更に、K[Q] = logQ− log 8より

∇ · (∇u− u∇K[u]) = ∇ · (∇(Q+ ηp)− (Q+ ηp)∇K[Q+ ηp])

= η {∇ · (∇p− p∇K[Q]−Q∇K[u])}+O(1)η2

= η

{

∇ ·Q∇
[

p

Q
−K[p]

]}

+O(1)η2

L[p] = ∇ ·Q∇
(

p
Q −K[p]

)

= ∇ ·Q∇M[p](線形作用素).
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リアプノフ関数と線形化作用素

線形化作用素 L[p] = ∇ ·Q∇
(

p
Q −K[p]

)

= ∇ ·Q∇M[p]に関

して以下が成り立つ。

L[ΛQ] = 0。つまり、ΛQ ∈ Ker[L]。
実際、
Qλ(y) =

8
λ2(1+|y|2/λ2)2 (定常解　∇ · [∇Qλ −Qλ∇K[Qλ]] = 0)

ΛQ(y) = −∂Qλ

∂λ |λ=1
= 2Q(y) + y · ∇Q(y).

その時、直接計算により以下を確認できる。

M[ΛQ] =
ΛQ

Q
−K[ΛQ] = −2

従って、
L[ΛQ] = ∇ ·Q∇M[ΛQ] = 0.
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爆発解構成の方針

•初期条件 u0より時間局所古典解 uが一意的に存在する。
•変換後の解 qは、λ(s)と uによって決定される。
•パラメータ 0 < b(s) ≪ 1を導入して近似解
Qb = Q+ bT1 + b2T2を構成し、q −Qbに 2つの直交条件を課
すことにより (λ, b)の満たす常微分方程式系を導くことで 2つ
のパラメーターを決定し、変換後の解 qを決定する。
•ここで、T1、T2、λ、bの満たす方程式は大まかに以下のよ
うになる。(詳細はあとで説明する。)

L[T1] = ∇ ·Q∇
(

T1

Q −K[T1]
)

= ∇ · (yQ).

L[T2] = ∇·Q∇
(

T2

Q −K[T2]
)

= ∇·(yT1)+∇·T1∇K[T1]+補正項.

λs
λ

+ b = o(1), bs +
2b2

| log b| = o(1).

– p. 11/35



qと q −Qbの満たす方程式

ut =
∂

∂s

[

1

λ2
q(x/λ, s)

]

ds

dt

=
1

λ2

{

−2
λs
λ3

q(x/λ, s) +
1

λ2
(−λs

λ
)(x/λ)∇yq(y, s)

}

+
1

λ4
qs(y, s)

=
1

λ4

{

qs(y, s)−
λs
λ
Λq(y, s)

}

.

ここで, Λq = 2q + y · ∇yq = ∇ · (yq).
そして、∇xu · ∇xv = 1

λ4∇yq · ∇yK[q].

従って、qs −
λs
λ
Λq = ∆q −∇ · q∇K[q].
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qと q −Qbの満たす方程式

q = Qb + ε = (Q+ bT1 + b2T2) + εとおく。
Qbは近似解であり、後で満たすべき方程式を与える。

qs −
λs
λ
Λq =

∂

∂s
(Qb + ε)− λs

λ
Λ(Qb + ε)

=
∂ε

∂s
+

db

ds

∂Qb

∂b
− λs

λ
Λε−

(

λs
λ

+ b

)

ΛQb + bΛQb

=
∂ε

∂s
− λs

λ
Λε+ bΛQb +

db

ds

∂Qb

∂b
−
(

λs
λ

+ b

)

ΛQb

=
∂ε

∂s
− λs

λ
Λε+ bΛ(Q+ bT1 + b2T2)

+
db

ds
(T1 + 2bT2)−

(

λs
λ

+ b

)

Λ(Q+ bT1 + b2T2),
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qと q −Qbの満たす方程式

∆q −∇ · q∇K[q]

= ∆
{

Q+ bT1 + b2T2 + ε
}

−
{

∇(Q+ bT1 + b2T2 + ε)∇K[Q+ bT1 + b2T2 + ε]
}

= {∆Q−∇ ·Q∇K[Q]}

+
{

∆(bT1 + b2T2)−∇ · (bT1 + b2T2)∇K[Q]

−∇ ·Q∇K[bT1 + b2T2]
}

+ {∆ε−∇ · ε∇K[Q]−∇ ·Q∇K[ε]}
−∇(bT1 + b2T2 + ε)∇K[bT1 + b2T2 + ε].

両辺を bで展開し bs ∼ b2、ε ∼ b3/2とみなして bと b2の項が
消えるように T1、T2の方程式を決める。
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qと q −Qbの満たす方程式

M[T ] = T
Q −K[T ], L[T ] = ∇ ·Q∇M[T ]とおく。

Lは方程式の右辺のQにおける線形化作用素である。

L[T1] = ΛQ,

L[T2] = ΛT1 − cbχB0/4T1 +∇ · T1∇K[T1].

ここでBを正の数とするとき、χB は球対称な cut-off関数で
あり χB(y) = 1(|y| ≤ B), = 0(2B ≤ |y|)とし、B0 = 1/

√
bと

する。
cbχB0/4T1は補正項であり”よい近似解 T2”を得るために加え

る。cbは
∫ r
0 (ΛT1(ξ)− cbχB0/4T1(ξ))ξdξが r = ∞で減衰するよ

うに決める。結果として cb =
2

| log b|
(1 + o(1))なる。

# L[T ] = 0は∇K[T ] ∼
∫ r
0 T (ξ)ξdξの微分方程式である。
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qと q −Qbの満たす方程式

以上により決めた T1、T2(= T2(r, b))は以下の評価を持つ。

T1 = O(1)|y|2 (|y| ≤ 1), =
O(1)

|y|2 (|y| ≥ 1),

T2 = O(1)|y|2 (|y| ≤ 1), = O(1)
1

b2|y|4| log b| (|y| ≥ B0),

ここで K[T ] = |y|2−1
1+|y|2 ⇒ ∆K[T ] +QK[T ] = 0 ⇒

M[T ] = T
Q −K[T ] = 0 ⇒ L[T ] = ∇ ·Q∇M[T ] = 0であること

と定数変化法により 2つの基本解が求まるので T1と T2を積
分表示して評価する。
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qと q −Qbの満たす方程式

従って、先の方程式を満たす T1、T2を用いて ε = q −Qbは以
下の方程式を満たす。

∂ε

∂s
− λs

λ
Λε− L[ε]

=
{

b2∇ · T1∇K[T1]−∇(bT1 + b2T2 + ε)∇K[bT1 + b2T2 + ε]
}

+

(

λs
λ

+ b

)

ΛQb −
{

db

ds
(T1 + 2bT2) + cbb

2χB0/4T1

}

.

•右辺の第 1項は ε ∼ b3/2と仮定するとO(1)b3である。

補足. 次に εに適当な直交条件を課すことで左辺
の”第 2項 =第 3項 = 0が bと λの満たす方程式となることを
示す。
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λと bの満たす方程式

T1が L1(R2)に入っていないことに注意して、T1、T2を局所
化し、q = Qb,loc + εを考える。ここで、

T1,loc = χB1
T1, T2,loc = χB1

T2, B1 = | log b|/
√
b

であり、

∂ε

∂s
− λs

λ
Λε− L[ε] = Eloc

+

(

λs
λ

+ b

)

ΛQb,loc −
{

db

ds
(T1,loc + 2bT2,loc) + cbb

2χB0/4T1

}

.

ここで、

Eloc ∼ b2∇ · T1∇K[T1]−∇(bT1 + b2T2 + ε)∇K[bT1 + b2T2 + ε].
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λと bの満たす方程式

‖q −Q‖L1 ≪ 1を満たす q ∈ L1(R2)に対して以下の分解が一
意に存在する。

q(y) = 1
µ2Qβ,loc(y/µ) + e(y), (e,ΦM ) = (e,L∗ΦM ) = 0.

ただし、

(Lp, q) = (q,L∗q), ‖e‖L1 + |µ|+ |β| ≪ 1.

ΦM = χM |y|2 + cML∗[χM |y|2] with (ΦM , T1,loc) = 0.

このとき、以下を満たす δ0 > 0がある。

(ML[e],L[e]) ≥ δ0

∫ |L[e]|2
Q

,
∫ |L[e]|2

Q
≥ δ0‖e‖2H2

Q
.
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λと bの満たす方程式

分解の証明は

e(y, µ, β) = q(y)− 1
µ2Qβ,loc(y/µ),

e(y, 1, 0) = q(y)−Q(y),
F(e) = [(e,ΦM ), (e,L∗ΦM )]

とおき、陰関数定理を用いる。
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λと bの満たす方程式

• ∂(e,ΦM )

∂µ
(1, 0) = − (2Q+ y · ∇Q,ΦM )

= −(ΛQ,ΦM ) = O(1) logM .

• ∂(e,L∗ΦM )

∂µ
(1, 0) = (ΛQ,L∗ΦM ) = −(LΛQ,ΦM ) = 0.

ここで、L[ΛQ] = ∇ ·Q∇M[ΛQ] = 0.

• ∂(e,ΦM )

∂β
(1, 0) =

(

T1,loc,ΦM

)

= 0.

• ∂(e,L∗ΦM )

∂β
(1, 0) = (T1,loc,L∗ΦM )

= (LT1,loc,ΦM ) = (ΛQ,ΦM )(1 + o(1)) = O(1) logM .

∃1(µ, β) s.t. q = µ−2Qβ,loc(y/µ) + e, (e,ΦM ) = (e,L∗ΦM ) = 0.

(µλ, β, µ2e(µy)) → (λ, b, ε).
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λと bの満たす方程式

∂ε

∂s
− λs

λ
Λε− L[ε] = Eb,loc

+

(

λs
λ

+ b

)

ΛQb,loc −
{

db

ds
(T1,loc + 2bT2,loc) + cbb

2χB0/4T1

}

.

• (Eqn,ΦM )とすると (εs,ΦM ) = (L[ε],ΦM ) = (T1,ΦM ) = 0

等により
∣

∣

∣

∣

λs
λ

+ b

∣

∣

∣

∣

.
b2

| log b| . つまり
λs
λ

+ b ∼ 0

となり、λの微分方程式が定まった。
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λと bの満たす方程式

−λs
λ
Λε− L[ε] = Eb,loc +

(

λs
λ

+ b

)

ΛQb,loc

−
{[

d

ds
(bT1,loc + ε) + cbb

2χB0/4T1

]

+ 2
db

ds
bT2,loc

}

.

• (Eqn,L∗ΦB0
)とすると (ΛQ,L∗[ΦB0

]) = 0、
ε ∼ b3/2/| log b|2(この後のスライドでこの評価を示す。),

(L[T1,loc],ΦB0
) ∼ (ΛQ,χB0

|y|2) = O(1)| log b|等により
∣

∣

∣

∣

∣

db̂

ds
+ cbb

2

∣

∣

∣

∣

∣

.
b2

| log b|2 . つまり、
db̂

ds
+

2b̂2

| log b̂|
∼ 0

ここで、 b̂ = b+
(L[ε],ΦB0

)

(L[T1,loc],ΦB0
)
, cb ∼ 2

| log b| .
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λと bの満たす方程式

以上より、

λs
λ

= −b(1 + o(1)). つまり
λs
λ

+ b ∼ 0

db̂

ds
+ cb̂b̂

2 = o(1)cb̂b̂
2. つまり、

db̂

ds
+

2b̂2

| log b̂|
∼ 0

となり、(λ, b̂)の微分方程式が定まった。従って、

b(s) = b̂(s)− (L[ε],ΦB0
)

(L[T1,loc],ΦB0
)
=

log s

2s
(1 + o(1)) → 0 as s → ∞,

λ(s) = O(1) exp

(

−(log s)2

4
(1 + o(1))

)

→ 0 as s → ∞,
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εの評価

ここで、bの代わりに b̂を用いた分解 q = Qb̂,loc + ε̂を用い

∂ε̂

∂s
− λs

λ
Λε̂− L[ε̂] = Eb̂,loc

+

(

λs
λ

+ b̂

)

ΛQb̂,loc −
{

db̂

ds
(T1,loc + 2b̂T2,loc(·, b̂)) + cb̂b̂

2χB0/4T1

}

.

両辺にLを施しL[ε]を評価する。その際の右辺の概算は

L[Eb̂,loc] ∼ b̂3,

L
[(

λs
λ

+ b̂

)

ΛQb̂,loc

]

∼
(

λs
λ

+ b̂

)

L[bT1 + b2T2] ∼
b̂3

| log b̂|
,

右辺第 3項 ∼ b̂2

| log b̂|2
.
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εの評価

これ以降L[ε̂]の方程式からの評価と ε̂− ε = Qb̂,loc −Qb,locの

評価を用いて L[ε]を評価するが、簡単のために b̂を bとみな
して説明する。

初期条件. q0 = Qb0,loc + ε0, (ε0,ΦM ) = (ε0,L∗[ε0]) = 0.

0 <
∫

q0 − 8π ≪ 1, ‖ε0‖L2

Q
=

(

∫ |ε0|
2

Q

)1/2
≪ 1, 0 < b0 ≪ 1.

仮定. q(y, t) = Qb,loc + εが 0 < s < S において以下を満たし
ていると仮定する。

(ε(s)),ΦM ) = (ε(s),L∗[ε0]) = 0.

0 < b(s) < 10b0, ‖ε(s)‖L1 < δ0, ‖ε(s)‖L2

Q
≤ K b2

| log b|3
.
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εの評価

命題 1. 0 < s < S において以下が成り立つ。

(ε(s),ΦM ) = (ε(s),L∗[ΦM ]) = 0.

0 < b(s) < 2b0, ‖ε(s)‖L1 <
1

2
δ0, ‖L[ε](s)‖L2

Q
≤ K

2

b3

| log b|2 . つま

り、0 < sにおいて q,bは命題の評価を満たす。

I.この評価の概要については後のスライドで説明する。
II.また、後のスライドで ‖ε‖H2

Q
. ‖L[ε]‖L2

Q
を示す。

ここから、得られた ε、b、λから t = t(s)と T ∗ < ∞を求め、
lims→∞ b(s) = lims→∞ λ(s) = 0,
lims→∞ ‖L[ε]‖L2

Q
= lims→∞ ‖ε‖H2

Q
= 0

より limt→T ∗ ‖u(·, t)‖L∞ = ∞が得られる。
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I.命題 1の証明の概略

(M[L[ε]],L[ε])を sで微分し εの方程式 (実際は ε̂の方程式に)

を用いて評価する方針で議論を進めるのだが、ここでは (y, s)

変数を (x.t)変数に戻して不等式を示す。
εの方程式の右辺を F = F (y, s)と書くと方程式は以下となる。

∂ε

∂s
− λs

λ
Λε = L[ε] + F,

これを (x, t)変数に戻し、ελ(x, t) =
1
λ2 ε(x/λ, s(t)),

Fλ(x, , t) =
1
λ2F (x/λ, s(t))、Mλ[v] =

v(x)
Qλ(x)

−K[v](x),

Lλ[v](x) = ∇x ·Qλ(x)∇x[Mλ[v](x)]とする。

∂tελ = Lλ[ελ] +
1
λ2Fλ.

∂tLλ[ελ] = Lλ[Lλ[ελ]] +
1
λ2Lλ[Fλ] + [∂t,Lλ]ελ.

ここで、 [∂t,Lλ]ελ = ∂t(Lλ[ελ])− Lλ[∂tελ].

– p. 28/35



I.命題 1の証明の概略

1

2

d

dt
(MλLλ[ελ],Lλ[ελ]) =

−
∫

Qλ|∇MλLλ[ελ]|2 + (Lλ[ελ],
1

λ2
MλLλFλ)

−
∫

([∂t,Aλ][ελ] ·∇MλLλ[ελ])+

∫

(Lλ[ελ])
2

λ2Q2
λ

[(

λs
λ

+ b

)

(ΛQ)λ

]

−
∫

b(ΛQ)λ
2λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])
2.

ここで、Aλ[v](x) = Qλ∇xMλ[v]. つまり、Lλ = ∇x · Aλ.
∫ b(ΛQ)λ

2λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])
2は評価できない項。
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I.命題 1の証明の概略

d

dt

{
∫

b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])[ελ]

}

=

∫

(Lλ[ελ])[ελ]
d

dt

{

b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

}

+

∫

b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

[ελ]

[

(Lλ)
2[ελ] +

1

λ2
LλFλ +∇ · ([∂t,Aλ][ελ])

]

+

∫

b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])

[

Lλ[ελ] +
1

λ2
Fλ

]

.

ここで、
∫ b(ΛQ)λ

λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])
2[ελ],

∫ b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])[ελ]

は評価できない項。
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I.命題 1の証明の概略

1

2

d

dt

{

(MλLλ[ελ],Lλ[ελ])+

∫

b(ΛQ)λ
λ2Q2

λ

(Lλ[ελ])[ελ]−2
∫

b(Aλ[ελ])
2

λ2Qλ

}

=
1

2

d

dt

{

(MλLλ[ελ],Lλ[ελ])

+

∫

b[2Qλ + (ΛQ)λ]

λ2Q2
λ

(Lλ[ελ])[ελ]− 2

∫

b

λ2
[Qλ∇Mλ[ελ] · ∇K[ελ]]

}

≤ −
∫

Qλ|∇MλLλ[ελ]|2 +
b

λ2
(MλLλ[ελ],Lλ[ελ])

+”評価可能な項たち”.

# ”評価できない項”たちが、相殺されて”評価可能な項”たち
に変形された。

この微分不等式を評価することで (ML[ε],L[ε]) ≪ K b3

| log b|2 を

得る。
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II Coercivity of L and M

命題 2. 任意の十分大きなM > 0に対して以下を満たす正定
数 δ0 = δ0(M)がある。

(ε,ΦM ) = (L[ε],ΦM ) = 0を満たす ε ∈ Eに対して
(i) (M[L[ε]],L[ε]) ≥ δ0‖L[ε]‖2L2

Q
,

(ii)

∫ |L[ε]|2
Q

≥ δ0‖ε‖2H2

Q
.

が成り立つ。ここで、

‖L[ε]‖2L2

Q
=

∫ |L[ε]|2
Q

,

‖ε‖2H2

Q
=

∫

(1 + |y|)4|∆ε|2 +
∫

(1 + |y|)2|∇ε|2 +
∫

|ε|2.
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II Coercivity of L and M

(i) p ∈ L1
Q,

∫

p = 0 and Q+ ηp > 0(|η| ≪ 1)であるとき、

H(η, p) =

∫

(Q+ ηp)

[

log(Q+ ηp)− 1

2
K[Q+ ηp]

]

≥ H(0, p).

従って、H′′(0, p) =

∫

pM[p] ≥ 0. 更に、

inf
{

(M[p], p) ; (p, 1) = (p,ΛQ) = 0, ‖p‖L2

Q
= 1

}

≥ δ0 > 0

を背理法で示すことができる。
p = L[ε]− aΛQ, a = (L[ε],ΛQ)/(ΛQ,ΛQ)とおくと

(M[q], q) ≥ δ0‖q‖2L2

Q

. さらに、a = −(p,ΦM )/(ΛQ,ΦM )より

(M[q], q) = (M[L[ε]]− 2a,L[ε] + aΛQ) = (M[L[ε]],L[ε])
‖L[ε]‖2

L2

Q

. ‖p‖2
L2

Q

+ |a|2 . ‖p‖2
L2

Q

.
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II Coercivity of L and M

(ii)部分積分等を用いることにより
∫ |L[ε]|2

Q
≥ δ‖ε‖2H2

Q
−
∫

[

|∇ε|2 + |ε|2
(1 + |y|2)

]

.

を示す。背理法により示す為、以下の εnの存在を仮定する。

‖εn‖H2

Q
= 1, limn→∞ ‖L[εn]‖L2

Q
= 0,

(εn,ΦM ) = (L[εn],ΦM ) = 0.

このとき、部分列の極限 ε∗ は、
∫

[

|∇ε∗|2 +
|ε∗|2

(1 + |y|2)

]

≥ δ (つまり、ε∗ 6= 0)、L[ε∗] = 0

を満たし、これを解くと ε∗ = CΛQとなるが、(ε∗,ΦM ) = 0

より ε∗ = 0となり、矛盾。

– p. 34/35



I.命題 1の証明の概略

従って、(ε,ΦM ) = (L[ε],ΦM ) = 0のとき、

(ML[ε],L[ε]) ≪ K b3

| log b|2
より

(ML[ε],L[ε]) ≥ δ0
∫ |L[ε]|2

Q となり

‖Lε‖2
L2

Q

≤ K
2

b3

| log b|2 (0 < s < S)が成り立ち,命題 1が示さ

れる。

命題 1より、初期条件が仮定を満たせば、0 < sにおいて、仮
定が成り立つ（仮定の評価を得る。)

このことは、ε(y, s) → 0, q(y, s) → 0 (s → ∞)

を意味しており、
u(x, t) ∼ 1

λ(t)2Q(x/λ(t)), λ(t) → 0 (t → T ∗)

を意味している。
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