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1 序

まず次の半線形拡散方程式 (反応拡散方程式)から始める:

(1.1) ut = d∆u+ f(u), x ∈ Ω ⊂ Rn.

境界条件はノイマン境界条件

(1.2)
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

を課す．以下では，領域Ωは有界でその境界 ∂Ωは十分滑らか (C3級)とし，f は
C1級の滑らかさをもつとする．また，初期条件

(1.3) u(x, 0) = u0(x), (x ∈ Ω)

が適当なクラスに入っていれば，滑らかな解が時間大域的に存在する (爆発解のよう
なものは考えない)．この初期値問題の解をu(·, t;u0)とすると，S(t)u0 := u(·, t;u0)
によって半流 (semiflow){S(t)}t≥0が適当な相空間Xで定義される．例えば，X =
C0(Ω)や，ソボレフ空間Hs(Ω)など ([34], [18], [43])．どのような空間をとるかは，
数学的議論の展開しやすさに依存するので，必要なときにはそれを明示すること
にする．以下では，特に断る必要がない場合は境界条件は (1.2)を仮定し，初期条
件についても誤解がなければ説明のときに言及しない．

(1.1)では，f(u) = 0を満たす定数 u = u は，空間変数 xに依存しない定数定
常解 (平衡解)になっている．また，(1.1)はエネルギー汎関数

(1.4) E0(u) =
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) dx, F (u) :=

∫ u

0

f(s)ds

の勾配流 (gradient flow)になっている．実際，u = u(x)をノイマン条件を満たす
十分なめらかな関数として，E0(u) の変分をとり，部分積分すると

δE0(u) = −(∆u+ f(u), δu)L2

より，
δ

δu
E0(u) = −(d∆u+ f(u)).
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解を E(u)に代入して tで微分すると

d

dt
E0(u(·, t)) = −(

δ

δu
E0(u), ut)L2 = −∥ut∥2 ≤ 0.

これから，解の t→ ∞の漸近状態は制約され，時間周期解のようなものは存在し
ない．力学系の用語を用いると，相空間における解の軌道の ω極限集合は平衡解
から成ることが知られている ([56])．
ところが，(1.1)のような方程式の場合にはもう少し強いことが示され，空間次

元 n = 1の場合では，ω極限集合は必ず 1点 (一つの平衡解)からなり ([34])，空間
次元に関わらず領域が凸なら非定数の平衡解は不安定である ([3], [34])．よって安
定な定数でない解を探すためには非凸な領域で考える必要がある. 例えば反応項が
f(u) = u− u3のような場合は，拡散を考慮しない常微分方程式は２つの漸近安定
な平衡解をもつ．この f(u)に対しては亜鈴型の領域で，安定な空間的非一様な解
が構成できることがよく知られている ([57], [20], [21], [22], [73], [34], [35], [37] な
ど). 　

さて，(1.1)を基に，次のような２変数の反応拡散系を考えよう．

(1.5)

{
ut = d∆u+ f(u) + v,

τvt = ∆v − γv + u,
x ∈ Ω.

ここで，τ, γ は正のパラメータである．vの拡散係数は 1に正規化してある．境界
条件はノイマン境界条件

(1.6)
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω.

この場合も，実は (1.5)は次のエネルギー汎関数に関して勾配流になっている:

(1.7) E1(u, v) := E0(u) +
∫
Ω

1

2
|∇v|2 + γ

2
v2 − uv dx.

実際，

ut = − δ

δu
E1(u, v), τvt = − δ

δv
E1(u, v).

よって [23](または [33])より，凸領域では安定な解は定数解しか存在しない．ただ
し，勾配系の一つであるGinzburg-Landau方程式では，適当な非凸領域において
安定な非定数平衡解が存在する ([27], [24]).
次に，(1.5)の uに関する方程式において vの項の符号を変えた次の方程式系を

考えてみよう．

(1.8)

{
ut = d∆u+ f(u)− v,

τvt = ∆v − γv + u,
x ∈ Ω.
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この場合，上のような勾配流にはならず，

(1.9) Es(u, v) := E0(u)−
∫
Ω

1

2
|∇v|2 + γ

2
v2 − uv dx

を導入すると (
ut
τvt

)
= −

(
1 0
0 −1

)(
δ
δu
Es(u, v)

δ
δv
Es(u, v)

)
と表され，歪勾配流 (skew gradient flow)と呼ばれる ([50]). f(u)が 3次関数の場
合は，FitzHugh-Nagumo方程式とよばれ，パラメータの取り方によって安定な非
定数定常解の存在が知られている ([9], [40], [42], [49] および無限区間の場合の研究
[6] などを参照). このように結合の仕方を少し変えるだけで安定解の構造が劇的に
変わる場合がある．この形の方程式系については次節で詳しく調べることにする．

注意 1 このような歪勾配流の平衡解の安定性についてはいくつかの一般的結果が
知られている ([4], [30], [50], [51]).

次に，(1.1)の方程式と vの方程式を以下のように結合した系を考える．

(1.10)

{
ξut − αvt = d∆u+ f(u) + v,

ηut + βvt = ∆v.

ただし，ξ, ηは正の定数でα, β ≥ 0ある. これまでと同様に領域Ωは有界な領域と
し，ノイマン境界条件を課す．この方程式系の大きな特徴は

d

dt

∫
Ω

(ηu+ βv)dx =

∫
Ω

∆vdx = 0

により ηu + βvの L1量が保存されることである．β > 0のときは，w = ηu + βv
とおくと，方程式は{

(ξ + αη/β)ut − (α/β)wt = d∆u+ f(u)− (η/β)u+ w/β,

wt = (1/β)∆w − (η/β)∆u

と書き表すこともできる．このときはwの L1量が保存される系になっている．
この方程式系の解の安定性に関して, パラメータがある条件を満たす場合では

あるが，特徴的なことがわかっているので ([68], [36], [25], [61], [62])それについて
も紹介する．
なお，この小論では上記のような反応拡散方程式系しか扱わないが，反応拡散

方程式一般について詳しいことを知りたい方は，最近出版された [52]をお勧めする．
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2 FitzHugh-Nagumo型の方程式系

2.1 Turing 不安定性

まず (5.5)において安定な非定数解が現れる性質を理解するために，次の場合につ
いて自明解 (u, v) = (0, 0)の安定性を調べてみよう．簡単のため τ = 1としておく．

(2.1)

{
ut = d∆u+ au− u3 − v,

vt = ∆v − γv + u,
x ∈ Ω.

反応項だけの常微分方程式は

(2.2)

{
u̇ = au− u3 − v,

v̇ = −γv + u

なので ( ˙= d/dt) 自明解の安定性は，次の行列(
a −1
1 −γ

)
の固有値を調べればわかる．特性方程式は

λ2 − (a− γ)λ+ 1− aγ = 0

なので

a < γ <
1

a

なら実部が負の固有値からなり，自明解は方程式 (2.1)の解として漸近安定である．
方程式 (5.5)において安定性を調べるために，ノイマン境界条件下の −∆の固有
値を

0 = σ1 < σ2 ≤ σ3 ≤ . . .

とし，フーリエ級数展開を使うと，行列(
−dσj + a −1

1 −σj − γ

)
, j = 1, 2, . . .

の固有値を調べる問題に帰着される．このときの特性方程式は

λ2 − (−σj(d+ 1) + a− γ)λ+ dσ2
j − (a− dγ)σj + 1− aγ = 0

だから，aσ2 > 1なら dを十分小さくとれば負の固有値が存在する. これはTuring
不安定性に他ならない ([48])．分岐理論を適用すると，不安定性が起こるパラメー
タの臨界値の近傍で安定な空間パターンをもった解が自明解から分岐することを
示すことができるが，今回のテーマでないので詳細については触れない ([39]など
を参照)．
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2.2 Lyapunov関数

(5.5)における τ → 0の極限方程式は，形式的に

(2.3)

{
ut = d∆u+ f(u)− v,

∆v − γv + u = 0,
x ∈ Ω

となる．境界条件はノイマン境界条件である．L2(Ω)の閉作用素−∆N を

−∆Nw = −∆w, w ∈ Dom(−∆N) := {ϕ ∈ H2(Ω) : ∂ϕ/∂ν = 0 (x ∈ ∂Ω)}

とすると，(2.3)の第 2式は

v = K(u) := (−∆N + γ)−1u

と表されるから，結局 uだけの方程式

(2.4) ut = d∆u+ f(u)−K(u), x ∈ Ω,
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

が得られる．この時間発展の方程式は次のエネルギー汎関数の勾配流になっている．

(2.5) EK(u) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) +

1

2
uK(u) dx.

K は L2内積に関して自己共役な有界作用素になっていることに注意しておこう．
f(u) = u− u3のような場合には，大域アトラクタ (global attractor) Af が存在す
る ([8], [56], [44]参照)．
一方，(5.5)の場合には次の汎関数を定義する．

(2.6) EF (u, v) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) +

1

2
uK(u) +

γ

2(1 + δ)
(v −K(u))2 dx.

以下のことが示される．

命題 2.1 ([5]) 0 < τ 1/2 < γとする．δ ∈ (0, 2(γ2/τ − 1))なる任意の δを固定す
る．(5.5)の滑らかな解 (u(x, t), v(x, t))に対して

d

dt
EF (u(·, t), v(·, t)) ≤ − δ

2(1 + δ)
∥ut∥2

− 1

1 + δ

(
γ2

τ
− 1− δ

2

)
∥v −K(u)∥2 − γ

(1 + δ)τ
∥∇(v −K(u))∥2 ≤ 0

が成り立つ．また，

(2.7)
d

dt
EF (u(·, t), v(·, t)) = 0 (∀t ∈ R)

が成り立つのは (u(·, t), v(·, t)) が平衡解のときのみである．
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[証明] 新しい変数をw = v −K(u)とすると方程式は

(2.8)

{
ut = d∆u+ f(u)−K(u)− w,

τ(wt +K(ut)) = ∆w − γw

となる．ẼF (u,w) := EF (u,w+K(u)) とおき，Kは自己共役，∥K(u)∥ ≤ ∥u∥/γが
成り立つことに注意すると，

d

dt
ẼF (u(·, t), w(·, t))

=

∫
Ω

{d∇u · ∇ut − f(u)ut +
1

2
(utK(u) + uK(ut)) +

γ

1 + δ
wwt}dx

= −
∫
Ω

(d∆u+ f(u)−K(u))utdx+
γ

1 + δ
(w,wt)L2

= −∥ut∥2 − (w, ut)L2 +
γ

1 + δ
(w,−K(ut) +

1

τ
∆w − γ

τ
w)L2

= −∥ut∥2 − (w, ut)L2 − γ

1 + δ

{
(w,K(ut))L2 +

1

τ
(∥∇w∥2 + γ∥w∥2)

}
≤ −1

2
∥ut∥2 +

1

2
∥w∥2 − γ

(1 + δ)
(K(w), ut)L2

− γ2

(1 + δ)τ
∥w∥2 − γ

(1 + δ)τ
∥∇w∥2

≤ −1

2
∥ut∥2 +

1

2
∥w∥2 + 1

(1 + δ)
∥w∥∥ut∥ −

γ2

(1 + δ)τ
∥w∥2 − γ

(1 + δ)τ
∥∇w∥2

≤ −1

2

(
1− 1

1 + δ

)
∥ut∥2 +

(
1

2
+

1

2(1 + δ)
− γ2

(1 + δ)τ

)
∥w∥2

− γ

(1 + δ)τ
∥∇w∥2

≤ − δ

2(1 + δ)
∥ut∥2 −

1

1 + δ

(
γ2

τ
− 1− δ

2

)
∥w∥2 − γ

(1 + δ)τ
∥∇w∥2 ≤ 0.

よって前半部分が証明された．後半は容易に得られるので詳細は割愛する． □

注意 2 τ 1/2 = γのときにも，EF は軌道に沿って単調非増加である．実際
d

dt
EF (u(·, t), v(·, t)) = −γ

τ
∥∇(v −K(u))∥2 ≤ 0.

しかし，(2.7)が成り立つのは (u(·, t), v(·, t)) が平衡解のときのみとは限らない．

注意 3 f(u) = u−u3のような 3次関数の場合には初期値問題の解が生成する半流
は大域アトラクタAf を有する ([56],[47])．平衡解全体の集合をEf とし，それが有
界な場合には，

Af = W u(Ef ) := {u0 ∈ X : u(·, t;u0) → Ef (t→ −∞)}
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である.　さらに全ての平衡解が双曲型（線形化固有値問題がゼロ固有値を持たな
い）なら

Af =
∪

u∗∈Ef

W u(u∗)

と表される. これによって,大域アトラクタの構造は平衡解の不安定多様体 (unstable
manifold) から完全に決定される. ただし, 全ての不安定多様体を決定することは
決して容易なことではない (スカラーの反応拡散方程式の場合には, 大域アトラク
タの詳細な構造についての研究として [11], [12]などがある)．

注意 4 [14]では，別な形のLyapunov関数が示されている．Lyapunov関数が存在
する条件についても上記のものと少し異なる．以下，それを紹介しよう．序章でも
触れたが，FitzHugh-Nagumo方程式は歪勾配系とよばれ，(1.9)のエネルギー関数

Es(u, v) =
∫
Ω

{
d

2
|∇u|2 − F (u)− 1

2
|∇v|2 + uv − γ

2
v2
}
dx

に解を代入して時間で微分すると

d

dt
Es(u, v) = −

∫
Ω

u2t dx+ τ

∫
Ω

v2t dx

となる．そこで解の軌道に沿った汎関数

EL(u, v) :=
τ

γ

∫
Ω

1

2
(u2t + τv2t ) + Es(u, v)

を定義すると，

d

dt
EL(u, v) =

τ

γ

∫
Ω

(ututt + τvtvtt) +
d

dt
Es(u, v)

=
τ

γ

∫
Ω

{ut(d∆ut + f ′(u)ut − vt) + vt(∆vt − γvt + ut)}dx−
∫
Ω

u2t dx+ τ

∫
Ω

v2t dx

= −τ
γ

∫
Ω

(d|∇ut|2 + |∇vt|2)dx−
∫
Ω

(1− (τ/γ)f ′(u))u2t dx

となる．そこで
sup
u∈R

f ′(u) < γ/τ

なら，ELは時間に関して非増加である．大域アトラクタが存在するような場合に
はその近傍でこの条件が満たされていれば，ELはリャプノフ関数として働く．こ
れが [14]におけるリャプノフ関数である．2つのリャプノフ関数 EF と ELの間に何
か関係があるかどうかは不明である．

注意 5 vの方程式にも拡散係数Dをつけてそれを無限大にした極限として得られ
るシャドーシステムとよばれる方程式の Lyapunov関数と, Dをゼロにしたとき
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の Lyapunov関数はそれぞれ [29] および [44] において与えられており，それらは，
ちょうど今回の Lyapunov 関数において対応する極限をとったものとして導かれ
る．実際, σj をノイマン条件下の−∆の j番目の固有値，φj を対応する正規化さ
れた固有関数とすると，形式的に

(−D∆N + γ)−1 =
∞∑
j=1

(·, φj)L2

Dσj + γ
φj →


1

γ
(·, φ1)L2φ1 =

1

γ|Ω|

∫
Ω

· dx (D → ∞),

1

γ
Iid (D → +0)

で，Iidは恒等変換である．それぞれの場合の Lyapunov 関数は

E∞(u, v) :=

∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) +

1

2γ

(
1

|Ω|

∫
Ω

u dx

)2

+
γ

2(1 + δ)

(
v − 1

γ|Ω|

∫
Ω

u(x)dx

)2

dx,

E0(u, v) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) +

u2

2γ
+

γ

2(1 + δ)
(v − u/γ)2 dx

となる．[29]と [44]では，これらの式で δ = 0としたものが Lyapunov関数として
使われている．

2.3 平衡解の不安定次元

一般に (5.5)の定常問題

(2.9)

{
d∆u+ f(u)− v = 0,

∆v − γv + u = 0,
x ∈ Ω,

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

について考えてみよう． 第２式から v = K(u)(= (−∆N − γ)−1u)だから第 1式に
代入すると uだけの方程式

(2.10) d∆u+ f(u)−K(u) = 0, x ∈ Ω,
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

に帰着される．この方程式は (2.4)の定常問題と同じで (2.5)の Euler-Lagrange方
程式になっている．定常問題の解 (u, v)は，この汎関数の臨界値を与える u = u∗

から (u, v) = (u∗, K(u∗))として決まる．このような変分問題では，汎関数を最小
にする関数 (minimizer)を調べる研究が発展しており，d = ε2 が小さいとき，あ
るいは εの特異極限における解の形状の特徴付けについて優れた研究がある ([40],
[42], [49] など).
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さて，自然な疑問として (2.4)の平衡解u∗(x)の安定性 (または不安定性)と，元
の系 (5.5)における解 (u∗, K(u∗))の安定性 (または不安定性)に関してどのような
関係があるだろうか？　一般に，上記のような汎関数の臨界点の不安定度を表す
モース指数 (Morse index)が知られている．臨界値をとる解 u∗の周りで汎関数の
第 2変分を考えてみよう．すなわち

d2

ds2
EK(u+ sφ)|s=0 =

∫
Ω

d|∇φ|2 − f ′(u∗(x))|φ|2 + φK(φ) dx.

Rayleigh商

(2.11) Ra(φ) :=
K(φ)

∥φ∥2
, K(φ) := d∥∇φ∥2 − (f ′(u∗), φ)L2 + (K(φ), φ)L2

を用いると, Mkを L2(Ω)における k次元部分空間全体の集合として

(2.12) λk := inf
X∈Mk

sup
φ∈X

Ra(φ)

が，k番目の線形化固有値問題の固有値を与える ([10])．すなわち，λk は方程式
(2.10)において u∗の周りで線形化固有値問題

L(φ) := −[d∆φ+ f ′(u∗)φ−K(φ)] = λφ,(2.13)

Dom(L) = {w ∈ H2(Ω) : ∂w/∂ν = 0 (x ∈ ∂Ω)}

の k番目の固有値である．Morse指数はこの線形化作用素の固有値の負の個数とし
て決まる．
一方，(5.5)の平衡解 (u, v) = (u∗, K(u∗))の線形化固有値問題は

A
(
ϕ
ψ

)
=

(
−[d∆ϕ+ f ′(u∗)ϕ− ψ]

−∆ψ + γψ − ϕ

)
= λ

(
ϕ
ψ

)
,(2.14)

Dom(A) = {(w, z) ∈ (H2(Ω))2 : ∂w/∂ν = ∂z/∂ν = 0 (x ∈ ∂Ω)}

である．作用素 Lは自己共役だが，Aはそうでない．しかし，LのMorse指数と
Aの不安定固有値 (負の固有値)の個数は比べることができる．実際，以下のよう
な結果がある．

定理 2.2 ([5]) 0 < τ < γ2を仮定する. Reλ < (γ − τ 1/2)/τ を満たすAの固有
値は全て実で，AとLは同じ数の負の固有値をもつ．さらに γ > 1を仮定すると，
Reλ < (γ − 1)/τ を満たす Aの固有値については，その代数的重複度と幾何学的
重複度は一致し，(2.10)の平衡解 u∗のモース指数と，(5.5)の平衡解 (u∗, v∗) の不
安定次元は一致する．また，零固有値は存在すれば重複度が等しい．

この証明のポイントは，２つの線形化作用素の固有値に対して比較原理を適用す
ることである．そのとき，第５節で述べる固有値問題のパラメータに関する依存
性 (連続性と単調性)が証明のキーになる．次の節でこの証明を与える．
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注意 6 非線形の問題に関する線形化固有値問題の比較原理 (spectral comparison
principle)はもともと，[1]によって Cahn-Hilliard 方程式と, 後に出てくる phase-
field 系の研究で導入された．最近までは目立った進展はなかったが，後の保存系
の場合に [36]から始まって [25], [61]，上記の FitzHugh-Nagumo型は [5] によって
その研究が発展した．

注意 7 代数的重複度と幾何学的重複度は一致するということは，ジョルダン型の
多重度をもつ固有値が存在しないということを意味する．また，Aが零固有値を
もてばLもそうであり，また逆もいえることに注意しておく.

注意 8 パラメータに関する同じ条件のときに，u∗が EK の local minimizerのと
き，(u∗, K(u∗)) が (5.5)の安定解になることは，[40] で証明されている．上の定理
はさらにそれを発展させた結果になっている．

注意 9 時間発展の方程式

ut = d∆u+ f(u)−K(u), x ∈ Ω,
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

はエネルギー関数 EK(u)の勾配流になっているが，上の定理の条件が満たされて
いるとき，平衡解の近傍の解のダイナミクスと方程式系 (5.5)の対応する平衡解の
近傍のダイナミクスは，相空間における運動としては定性的に同じ挙動になるこ
とを意味している．大域的な運動についての比較も興味ある問題である．

2.4 固有値比較

この節では定理 2.2を証明しよう．まず，次の補題を証明する．

補題 2.3 Aを (2.14)で定義される線形化作用素とする．0 < τ < γ2を仮定する．
λ をReλ ≤ (γ − τ 1/2)/τ を満たすA の固有値とするとそれは実固有値である.

[証明] 仮定を満たす固有値を λ = λr + iλi とおき，対応する固有関数を (ϕ, ψ)と
する. ϕ = ϕr + iϕi かつ ψ = ψr + iψiとおくと

d∥∇ϕ∥2 −
∫
Ω

a(x)|ϕ|2dx+
∫
Ω

ψϕdx = (λr + iλi)∥ϕ∥2,

∥∇ψ∥2 + γ∥ψ∥2 −
∫
Ω

ϕψdx = τ(λr + iλi)∥ψ∥2,

ここで a(x) := f ′(u∗(x)). λi ̸= 0なら上の式の虚部から

∥ϕ∥2 = τ∥ψ∥2 = 1

λi

∫
Ω

(ϕrψi − ϕiψr)dx.
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次の ∫
Ω

(ϕrψr + ϕiψi)dx ≤ ∥ϕ∥∥ψ∥ = τ 1/2∥ψ∥2,

を使うと，

τλr∥ψ∥2 = ∥∇ψ∥2 + γ∥ψ∥2 −
∫
Ω

(ϕrψr + ϕiψi)dx ≥ ∥∇ψ∥2 + (γ − τ 1/2)∥ψ∥2.

これは
∥∇ψ∥2 ≤ {τλr − (γ − τ 1/2)}∥ψ∥2

を意味する．もし，λr < (γ − τ 1/2)/τ なら ψ = 0 で ϕ = 0, よって矛盾．こうして
λi = 0 が従う． □
次の補題によって，定理 2.2の固有値の重複度に関する主張 (代数的重複度と幾

何的重複度の一致)が証明されたことになる．

補題 2.4 0 < τ < γ2と γ > 1を仮定する．λ を

Reλ < min{(γ − τ 1/2)/τ, (γ − 1)/τ}

を満たすA の任意の固有値とする．このとき

(2.15) Ker(A− λIτ ) = Ker(A− λIτ )
m (m ≥ 2), Iτ :=

(
I 0
0 τI

)
,

ここで Iは恒等作用素である.

[証明] 補題 2.3 により λは実である. まず，

(A− λIτ )
2

(
ϕ1

ψ1

)
= 0

を満たす (ϕ1, ψ1)
T は λに対する固有関数以外にはあり得ないことを示す. 背理法

を使う．

(2.16)

(
ϕ0

ψ0

)
:= (A− λIτ )

(
ϕ1

ψ1

)
̸=
(

0
0

)
を仮定して矛盾を導く．(2.16)から

−d∆ϕ1 − f ′(u∗)ϕ1 + ψ1 − λϕ1 = ϕ0,(2.17)

−∆ψ1 + γψ1 − ϕ1 − τλψ1 = ψ0(2.18)

である．

(A− λIτ )

(
ϕ0

ψ0

)
=

(
0
0

)
,

11



なので

0 = (−∆ψ0 + γψ0 − ϕ0 − τλψ0, ψ0)L2

= ∥∇ψ0∥2 + (γ − τλ)∥ψ0∥2 − (ϕ0, ψ0)L2

≥ (γ − τλ)∥ψ0∥2 − ∥ϕ0∥∥ψ0∥

が従う．こうして ψ0 = 0 または (γ − τλ)∥ψ0∥ ≤ ∥ϕ0∥ が成立する. ψ0 = 0 から
ϕ0 = 0が従うので，この場合は除外する．一方，(γ − τλ)∥ψ0∥ ≤ ∥ϕ0∥の場合は，
仮定 λ < (γ − 1)/τ から

(2.19) ∥ϕ0∥ ≥ (γ − τλ)∥ψ0∥ > ∥ψ0∥

が成り立つ．しかしながら，以下の議論から (2.19)に矛盾することが導かれる.
Aの共役作用素A∗を定義する．

A∗
(
ϕ̃

ψ̃

)
:= −

(
d∆ϕ̃+ f ′(u∗)ϕ̃+ ψ̃

∆ψ̃ − γψ̃ − ϕ̃

)
.

すなわち (ϕ, ψ)T ∈ Dom(A), (ϕ̃, ψ̃)T ∈ Dom(A∗)に対し，(
A
(
ϕ
ψ

)
,

(
ϕ̃

ψ̃

))
L2×L2

= −(d∆ϕ+ f ′(u∗)ϕ− ψ, ϕ̃)L2 − (∆ψ − γψ + ϕ, ψ̃)L2

= −(ϕ, d∆ϕ̃+ f ′(u∗)ϕ̃+ ψ̃)L2 − (ψ,∆ψ̃ − γψ̃ − ϕ̃)L2

=

((
ϕ
ψ

)
,A∗

(
ϕ̃

ψ̃

))
L2×L2

.

A∗ − λIτ の核をKer(A∗ − λIτ ) とする．(ϕ0,−ψ0)
T ∈ Ker(A∗ − λIτ ) がすぐ確か

められる．方程式 (2.16) の可解条件から((
ϕ0

ψ0

)
,

(
ϕ0

−ψ0

))
L2×L2

= ∥ϕ0∥2 − ∥ψ0∥2 = 0.

これは (2.19)に矛盾するので，m = 2場合は証明できた．
一般に

(A− λ0Iτ )
m

(
ϕ1

ψ1

)
=

(
0
0

)
(m ≥ 2),

の場合は，同様の議論によって

(A− λ0Iτ )

(
ϕ1

ψ1

)
=

(
0
0

)
が示される．実際， (

ϕ0

ψ0

)
= (A− λ0Iτ )

k−1

(
ϕ1

ψ1

)
を満たす (ϕ0, ψ0) ̸= (0, 0)が存在する最も小さい k ≥ 2に対して, 同様の議論を適
用すれば矛盾が導かれる．こうして証明終了． □
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注意 10 Aの固有関数が (ϕ, ψ)なら，共役作用素A∗の固有関数が (ϕ,−ψ)で与え
られることが，このFitzHugh-Nagumo方程式系の特徴で，一般にこれに対応する
性質を歪勾配系がもつことが定式化されている ([51]).

さて，以上の準備のもとに，A の固有値とLの固有値を比較しよう．Aの固有
値問題は次のように書ける：{

−d∆ϕ− a(x)ϕ+ ψ = λϕ,

−∆ψ + γψ − ϕ = τλψ,
x ∈ Ω,(2.20)

∂ϕ/∂ν = ∂ψ/∂ν = 0, x ∈ ∂Ω.(2.21)

ここで a(x) = f ′(u∗(x))とおいた. L2(Ω) における有界作用素

(2.22) Kλ := (−d∆N + γ − τλ)−1

を λ < (γ − τ 1/2)/τ に対して定義する．このKλと (2.13)で定義される Lを用い
ると，A の固有値問題は

(L −K +Kλ)ϕ = λϕ, ϕ ∈ H2
N(Ω)(2.23)

と書き直される．すなわち，A の固有値問題と (2.23) は，ψ = Kλϕとおけば
λ < (γ − τ 1/2)/τ の制約下では同値である.
以下では，

AN = −d∆N

とおく．K0 = Kなので,

(2.24) Kλ −K = τλKλK = τλKKλ,

が成り立つ (Kλ は AN のリゾルベントになっていることに注意)．この (2.24)に
よって (2.23) は

Lϕ = λ(1− τKλK)ϕ(2.25)

= λ[1− τ(AN + γ − τλ)−1(AN + γ)−1]ϕ, ϕ ∈ Dom(L)

と表される．
0 < τ< γ2 and λ < (γ − τ 1/2)/τ の条件のもとでは，

(2.26) ((1− τKλK)ϕ, ϕ)L2 > 0 (ϕ ̸= 0).

実際，λ < (γ − τ 1/2)/τ から
τ

γ − τλ
< τ 1/2. ϕ ̸= 0に対して

τ(KλKϕ, ϕ)L2 ≤ τ

(γ − τλ)γ
∥ϕ∥2 < τ 1/2

γ
∥ϕ∥2,

13



こうして (2.26) が従う.

s > −(γ − τ 1/2)に対して

(2.27) M(s) := I − τ(AN + γ + s)−1(AN + γ)−1

を定義すると，
(M(s)ϕ, ϕ)L2 > 0 (ϕ ∈ L2(Ω), ϕ ̸= 0)

である．このM(s)によってAの固有値問題，すなわち (2.25)は

(2.28) Lϕ = λM(−τλ)ϕ

を満たす λと ϕを決定する問題に帰着される．

補題 2.5 (2.27)で定義されるM(s)は第５節の条件 (H1), (H2)と (H3)を満たす．

[証明] 条件の (H1)は

d

ds
M(s) = τ(AN + γ + s)−2(AN + γ)−1

が正値作用素であることから従う．
次に (H2)を確かめる．まず，

(2.29) s2M(s1)− s1M(s2) = (s2 − s1){I − τ(AN + γ + s2)
−1(AN + γ + s1)

−1}

を示す．

s2M(s1)− s1M(s2)

= (s2 − s1)I − τ{s2(AN + γ + s2)
−1 − s1(AN + γ + s1)

−1}(AN + γ)−1

= (s2 − s1)I − τ(AN + γ + s2)
−1{(s2 − s1)I

−s1(s2 − s1)(AN + γ + s1)
−1}(AN + γ)−1

= (s2 − s1)I

−τ(s2 − s1)(AN + γ + s2)
−1{I − s1(AN + γ + s1)

−1}(AN + γ)−1.

ここで

I = (−d∆N+γ+s1−s1)(−d∆N+γ)
−1 = (AN+γ+s1)(I−s1(AN+γ+s1)

−1)(AN+γ)
−1

より恒等式

{I − s1(AN + γ + s1)
−1}(AN + γ)−1 = (AN + γ + s1)

−1

が得られるから，これを適用すると

s2M(s1)− s1M(s2) = (s2 − s1){I − τ(AN + γ + s2)
−1(AN + γ + s1)

−1}
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となり (2.29)が従う．
条件 τ 1/2 < s1 + γ と τ 1/2 < s2 + γより

τ((AN + γ + s2)
−1(AN + γ + s1)

−1ϕ, ϕ)L2 ≤ τ

(γ + s2)(γ + s1)
∥ϕ∥2 < ∥ϕ∥2

なので

s2M(s1)− s1M(s2) > 0 (s2 > s1) ⇔ M(s1)/s1 > M(s2)/s2 (s2 > s1)

より (H2)が従う．(H3)のチェックは容易なので省略する． □
命題 4.1と命題 4.2を次の非局所項固有値問題

(2.30) Lϕ = ωM(s)ϕ, ϕ ∈ Dom(L) = H2
N(Ω).

に適用する．パラメータ sに連続的に依存する (4.1)の固有値の族 {ωn(s)}

ω1(s) ≤ ω2(s) ≤ · · · ≤ ωn(s) ≤ ωn+1(s) ≤ · · ·

について考える．命題の結果より，負の固有値の個数は sに依存しない．任意の負
の固有値について，それを ωk(s)とすると，s ≥ 0について単調増加なので sにつ
いての方程式

ωj(s) = −s/τ (s > 0)

は ωj(0) < 0を考慮するとただ一つの解 s = s∗kをもつ．λk = −s∗kとおくとこれが
(2.25) すなわちAの k番目の固有値を与える．こうして，Aの負の固有値は重み
付きの固有値問題 (4.1)の負の固有値と対応がついた．さらに命題 4.3を適用する
と，負の固有値の数に関する定理の主張が正しいことがわかる．

Aと Lの零固有値については，それぞれの固有値全体の集合を σ(A), σ(L)と
すると，

0 ∈ σ(A) ⇔ 0 ∈ σ(L)
である．これによって定理の証明が完了する． □

3 保存則のある拡散方程式系

この節では (1.10)の形の方程式系を扱う. α = 0の場合は，Caginalp [2]やFix [13]
によって導入されたフェイズフィールド (phase field)方程式の形をしている．(1.10)
の形の方程式を直接扱う前に，関連した拡散方程式系についてまず解説する．

3.1 保存則のある方程式系における拡散誘導不安定性

次のタイプの方程式系を考えよう：

(3.1)

{
ut = d∆u+ f(u, v),

τvt = ∆v − f(u, v),
x ∈ Ω.
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Ω は滑らかな境界を持つ Rnの有界領域で，境界条件はノイマン境界条件を仮定
する．
まず拡散の無い次の常微分方程式系を調べる.

(3.2)

{
u̇ = f(u, v),

τ v̇ = −f(u, v).

すぐわかる性質として
d

dt
(u(t) + τv(t)) = 0

より，s = u(t) + τv(t)とおくと方程式は単独の方程式

(3.3) u̇ = f(u, (s− u)/τ)

に帰着される．(3.3)の平衡点 u∗, すなわち

f(u∗, (s− u∗)/τ) = 0

を満たす定数解は，

(3.4) fu(u
∗, (s− u∗)/τ)− fv(u

∗, (s− u∗)/τ)/τ < 0

のとき安定である．
ところで (3.2)の平衡点は

f(u, v) = 0

を満たす (u, v)全体である．しかし，

u(t) + τv(t) = u(0) + τv(0) (∀t ∈ R)

なので s = u(0) + v(0)とおけば，初期値を与えたときの平衡点は f = 0に加えて
拘束条件として s = u+ τvが課せられる．

(3.2)で (u, v) = (u∗, v∗) + (U, V ), (u∗, v∗) = (u∗, (s− u∗)/τ)とおいて平衡点で
(3.2)を線形化すると

(3.5)

{
U̇ = fu(u

∗, v∗)U + fv(u
∗, v∗)V,

τ V̇ = −fu(u∗, v∗)U − fv(u
∗, v∗)V,

線形化の行列 (
fu(u

∗, v∗) fv(u
∗, v∗)

−fu(u∗, v∗)/τ −fv(u∗, v∗)/τ

)
は固有値

λ = 0, λ = fu(u
∗, v∗)− fv(u

∗, v∗)/τ

をもつ．前者の零固有値は保存則から出てくるもので安定性に影響しないことに
注意しておく．
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さて，(3.1)にもどる．空間平均を

⟨u⟩ := 1

|Ω|

∫
Ω

u dx

と表すと,
d

dt

∫
Ω

u(x, t) + τv(x, t) dx = 0

より，

(3.6) s = ⟨u(·, 0)⟩+ τ⟨v(·, 0)⟩ = ⟨u(·, t)⟩+ τ⟨v(·, t)⟩ (t ≥ 0)

の条件のもとで，(3.1)の定数平衡解 (u∗, v∗)の安定性を調べる．(3.4)を仮定し
て，常微分方程式 (3.2)の平衡解としては安定であることを仮定する．このとき
s = u∗ + τv∗に注意しておく．
ノイマン境界条件下の−∆の固有値を {σj}j=1,2,... 対応する正規化された固有

関数を {φj}j=1,2,...とする, すなわち

−∆φj = σjφj, x ∈ Ω, ∂φj/∂ν = 0, x ∈ ∂Ω, (φj, φk)L2 = δjk

とし，
(u, v) = (u∗, v∗) + eλt(ξ, η)φj(x)

とおいて線形化すると，行列の固有値問題

Aj

(
ξ
η

)
= λ

(
ξ
η

)
, Aj :=

(
−dσj + fu(u

∗, v∗) fv(u
∗, v∗)

−fu(u∗, v∗)/τ −σj/τ − fv(u
∗, v∗)/τ

)
が得られる．λの特性方程式は

(3.7) λ2 − (fu − fv/τ − (d+ 1/τ)σj)λ+ σj(dσj + dfv − fu)/τ = 0

である．j = 1のときは σj = 0より常微分の場合に対応する．j ≥ 2の場合を考え
る．(3.4)とあわせて

(3.8) 0 < fu(u
∗, v∗) < fv(u

∗, v∗)/τ

なら，dを十分小さくとることによって

(3.9) dσj + dfv(u
∗, v∗)− fu(u

∗, v∗) < 0

とすることができ，これを満たす jについて不安定となる．すなわち，Turing型
の拡散不安定化が起こる．

注意 11 上の不安定化の議論は初等的な計算で確かめられる．しかし，このよう
な保存系における拡散誘導不安定性の結果はかなり最近 [59], [71] において報告さ
れた．もしかしたら，他にも古い文献があるかもしれないが現在のところ見つかっ
ていない．
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3.2 保存則のある方程式系におけるLyapunov関数

(3.1)の特別な場合として次の形の方程式系をこの節ではとりあげる．

(3.10)

{
ut = d∆u− g(u+ γv) + v,

τvt = ∆v + g(u+ γv)− v,
x ∈ Ω.

ここで 0 < d < 1, 0 ≤ γ ≤ 1, k > 0とする．前節と同様にΩ は滑らかな境界を持
つRnの有界領域で，境界条件はノイマン境界条件を仮定する．
このタイプの方程式は，τ = 1 の場合，[59], [71] において具体的な関数として

(3.11) g(u) =
a1u

a2u2 + b
(γ = 0), g(u+ v) =

u+ v

(a(u+ v) + 1)2
(γ = 1)

が導入され, Turing 型の拡散誘導不安定性が起こることが確かめられている．こ
こでは [25], [61] および [68] などの Lyapunov 関数に関する成果を統一した形で紹
介する．
新しい変数として

w = u+ γv, z = du+ v

を導入して方程式を書き直す．

(3.12)


1−τγd2

1−dγ
wt − γ(1−τd)

1−dγ
zt = d∆w − (1− γd)g(w)− dw + z,

1−τd
1−dγ

wt +
τ−γ
1−dγ

zt = ∆z.

ここで

(3.13) γ ≤ τ <
1

d

を仮定して

ξ =
1− τγd2

1− dγ
, α =

γ(1− τd)

1− dγ
, η =

1− τd

1− dγ
, β =

τ − γ

1− dγ

とおくと，ξ, η > 0, α, β ≥ 0. さらに

f(w) = −(1− dγ)g(w)− dw

とおくと (5.3)は

(3.14)

{
ξwt − αzt = d∆w + f(w) + z,

ηwt + βzt = ∆z

と表され，(1.10)の形に書き直される．
ここで，

ξ = 1 +
dγ(1− τd)

1− dγ

と表せることに注意しておく．
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命題 3.1 (3.14)をノイマン境界条件のもとで考える．汎関数

Ec(w, z) :=
∫
Ω

d

2
|∇w|2 − F (w) +

β

2η
z2 +

α

2η
|∇z|2 dx

を定義する，ただし，F (w) =
∫ w

f(w)である．任意の滑らかな解 (w(x, t), z(x, t))
に対して

d

dt
Ec(w(·, t), z(·, t)) = −

∫
Ω

{
ξw2

t +
αβ

η
z2t +

1

η
|∇z|2

}
dx ≤ 0

が成り立つ．

[証明] 部分積分の計算を繰り返せばよい．

d

dt
Ec(w(·, t), z(·, t))

=

∫
Ω

d∇w · ∇wt − f(w)wt +
β

η
zzt +

α

η
∇z · ∇zt dx

=

∫
Ω

(−d∆w − f(w))wt +
β

η
zzt −

α

η
(∆z)zt dx

=

∫
Ω

(z − ξwt + αzt)wt +
z

η
(∆z − ηwt)−

α

η
(ηwt + βzt)zt dx

=

∫
Ω

(
−ξw2

t −
1

η
|∇z|2 − αβ

η
z2t

)
dx.

これは目的の式である． □

注意 12 (3.10)において γ = 0の場合は，

ξ = 1, α = 0, η = 1− τd, β = τ

となるので，(3.14)は

(3.15)

{
wt = d∆w + f(w) + z,

(1− τd)wt + τzt = ∆z

となり，f = w(1−w2)ならフェイズフィールド方程式に他ならないが，今の場合
は f(w) = −g(w)− dwである．
一方,　 τ = γの場合は，　

ξ = 1 + γd, α = γ, η = 1, β = 0

となるので

(3.16)

{
(1 + γd)wt − γzt = d∆w + f(w) + z,

wt = ∆z.
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最初の方程式の両辺に∆を作用させると

(1 + γd)∆wt − γ∆zt = ∆(d∆w + f(w)) + ∆z.

２番目の方程式を tで微分すると

wtt = ∆zt.

これと，wt = ∆zを用いると

(3.17) wt + γwtt = −∆[d∆w + f(w)− (1 + γd)wt]

となり一つの変数wで表すことができる．

3.3 定常問題

(5.5)(すなわち (3.14))の場合の平衡解を調べる．

(3.18)

{
ξut − αvt = d∆u+ f(u) + v,

ηut + βvt = ∆v,
x ∈ Ω

をノイマン境界条件

(3.19)
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

のもとで考える．さらに保存則より

(3.20) m := η⟨u⟩+ β⟨v⟩

とおく．この方程式系の定常問題は

(3.21)

{
d∆u+ f(u) + v = 0,

∆v = 0,
x ∈ Ω

に境界条件 (3.19)と拘束条件 (5.6)が課される．

β ̸= 0を仮定する．このとき (3.21)の２番目の式から

(3.22) v = ⟨v⟩ = 1

β
(m− η⟨u⟩).

これを (3.21)の最初の式に代入すると

(3.23) d∆u+ f(u) +
1

β

(
m− η

|Ω|

∫
Ω

u dx

)
= 0 (x ∈ Ω),

∂u

∂ν
= 0 (x ∈ ∂Ω)
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が得られる．この方程式は，次のエネルギー汎関数

(3.24) Em(u) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) dx+

|Ω|
2βη

(
m− η

|Ω|

∫
Ω

u dx

)2

の Euler-Lagrange 方程式になっている．実際，

d

dε
Em(u+ εφ)|ε=0 =

∫
Ω

d∇u∇φ− f(u)φ− 1

β

∫
Ω

(
m− η

|Ω|

∫
Ω

u dx

)
φdx

よりわかる．
一方，前節より (3.18)は Lyapunov関数

Ec(u, v) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) +

β

2η
v2 +

α

2η
|∇v|2 dx

をもつ．この式に (3.22)を代入すると

(3.25) Ec(u, (m− η⟨u⟩)/β) = Em(u)

が成り立つ．また，

Ec(u, v) = Em(u) +
β

2η
∥v∥2 + α

2η
∥∇v∥2 − |Ω|

2βη
(m− η⟨u⟩)2

= Em(u) +
α

2η
∥∇v∥2 + β

2η
∥v − ⟨v⟩∥2 + β

2η
∥⟨v⟩∥2 − |Ω|

2βη
(m− η⟨u⟩)2

= Em(u) +
α

2η
∥∇v∥2 + β

2η
∥v − ⟨v⟩∥2 + β|Ω|

2η
⟨v⟩2 − |Ω|

2βη
(m− η⟨u⟩)2

= Em(u) +
α

2η
∥∇v∥2 + β

2η
∥v − ⟨v⟩∥2.

ここで (3.22)より

β2⟨v⟩2 − (m− η⟨u⟩)2 = (β⟨v⟩ −m+ η⟨u⟩)(β⟨v⟩+m− η⟨u⟩) = 0

を使った．

さて β = 0のときは (5.6)は

(3.26) m = η⟨u⟩

となり，(3.21) から

d∆u+ f(u) + ⟨v⟩ = 0 (x ∈ Ω),
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

だが, 空間平均をとると
⟨f(u)⟩+ ⟨v⟩ = 0
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から，結局

(3.27) d∆u+ f(u)− 1

|Ω|

∫
Ω

f(u) dx = 0, x ∈ Ω,
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

に拘束条件 (3.26)が課される．ここでエネルギー汎関数

(3.28) Ea(u) :=
∫
Ω

d

2
|∇u|2 − F (u) dx

について，拘束条件 (3.26)のもとでH1(Ω)で変分を考えればそのEuler-Lagrange
方程式が (3.27)となる．実際，

d

dε
Ea(u+ εφ)|ε=0 =

∫
Ω

d∇u∇φ− f(u)φdx

だが拘束条件のため ⟨φ⟩ = 0 を満たすように変分をとるため，

d∆u+ f(u) = λ

と未定乗数 λが現れるのである．

さて，Emの臨界点 u∗における２次の変分問題から導かれる線形化作用素Lの
負の固有値の個数 (Morse指数)と，平衡解 (u∗, v∗) = (u∗, (m − η⟨u∗⟩)/β) におけ
る (5.5) の線形化作用素Aの負の固有値の個数を関係づけることができる. 文献の
[36] , [25] , [61]において，それぞれ順に α = 0の場合，β = 0 の場合，β > 0 の場
合が研究されている．

注意 13 ２つの汎関数 Ec(u, v) と Em(u)の間に (3.25) および

Ec(u, v) ≥ Em(u)

が成り立っている．FitzHugh-Nagumo の場合についても，EF と EK の間に

EF (u, v) ≥ EF (u,K(u)) = EK(u)

が成り立つ．このような性質は semi-unfolding-minimalityとよばれ ([45])，フェイ
ズフィールド方程式やこの節で取り上げた保存系について，Emの local minimizer
u∗が元のシステムの平衡解 (u∗, v∗)のダイナミカルな安定性を与えることを示した
研究がある ([61], [62], [76])．
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3.4 保存則を持つ系における固有値比較

この節では (3.18)で β = 0の場合 (これは (3.10)における γ = τ = 1の場合を含
む)について，FitzHugh-Nagumo方程式について行ったように，システムの平衡
解の線形化固有値問題と (3.27)の対応する平衡解に関する線形化固有値問題の固
有値を比較する．この結果，(3.27)の場合の考察から，(3.18)の安定解の空間構造
に制約があることがわかる．例えば，筒状領域では，安定な解は軸方向に単調性
があることが示される．
なお，この β = 0以外に，ファイズフィールド系の形になるα = 0のとき ([36])

と，一般にβ > 0の場合について固有値比較が研究されている ([61])．しかし，β > 0
の場合にはパラメータに対して条件が課され，全てのパラメータ値に成り立つよ
うな結果は，現時点で完成していない．

(3.18)で β = 0 の場合は，

(3.29)

{
ξut − αvt = d∆u+ f(u) + v,

ηut = ∆v,
x ∈ Ω

だから，この平衡解を (u∗(x), v∗(x))とすると線形化固有値問題は

A
(
ϕ
ψ

)
:=

(
−[d∆ϕ+ f ′(u∗)ϕ+ ψ]

−∆ψ

)
= λ

(
ξϕ− αψ
ηϕ

)
.(3.30)

ただし，拘束条件 ⟨ϕ⟩ = 0が付く．
一方 (3.27)の対応する平衡解は u = u∗(x)で，その線形化固有値問題は

Lφ := −[∆φ+ f ′(u∗(x))φ− ⟨f ′(u∗(x))φ⟩] = µφ, ⟨φ⟩ = 0(3.31)

である．
まず，次の事実に注意しておく．補題 2.4と同様の性質が成り立つ．

補題 3.2 Reλ < δを満たす固有値問題 (3.30)の固有値 λは全て実で，

Ker(A− λJ) = Ker(A− λJ)m (m ≥ 2), J :=

(
ξ −α
η 0

)
が成り立つような正の δが存在する．

[証明] 補題 2.4と同様な議論を使えば示せる．詳細は各自で確認せよ． □
以下の議論では Reλ < δを満たす固有値に限定して (3.30)のAと (3.31)の L

を比べる．(3.30)をこのLを使った形に書き直す．正射影

Qψ = ψ − ⟨ψ⟩

を導入する．⟨ϕ⟩ = 0の場合はQϕ = ϕに注意して，方程式をQを使って分解す
ると
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−[d∆ϕ+Qf ′(u∗)ϕ+Qψ] = λ(ξϕ− αQψ)

−∆Qψ = ληϕ

−⟨f ′(u∗)ϕ⟩+ ⟨ψ⟩ = λ⟨ψ⟩

最後の式から
(λ− 1)⟨ψ⟩ = ⟨f ′(u∗)ϕ⟩

なので，λの範囲を制限する δを最初から小さく絞っておくと，ϕが決まれば ⟨ψ⟩
がただ一つ決まる．

2番目の式を
Qψ = λη(−∆N)

−1ϕ

と書き直し，１番目の式に代入して整理すると

−[d∆ϕ+Qf ′(u∗)ϕ] = λ(ξϕ−αηλ(−∆N)
−1ϕ+η(−∆N)

−1ϕ) = λ[ξ+η(1−αλ)(−∆N)
−1]ϕ.

ここで，Qf ′(u∗)ϕ = f ′(u∗)ϕ− ⟨f ′(u∗)ϕ)⟩を使えば，結局

(3.32) Lϕ = λ[ξ + η(1− αλ)(−∆N)
−1]ϕ, ⟨ϕ⟩ = 0

と書き直される．
FitzHugh-Nagumoのときと同様に

M(s) := ξ + η(1 + s)(−∆N)
−1

を定義すると (3.32)は

Lϕ =M(−αλ)ϕ, ⟨ϕ⟩ = 0

である．このM(s)について，第 5節の (H1), (H2), (H3)の条件を確かめればよい．
詳細は各自で確かめて欲しい.
こうして次の定理を得る．

定理 3.3 (3.30)と (3.31)の負の固有値の数は重複度を込めて一致する．また零固
有値についても，存在すれば重複度は一致する．
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3.5 固有値比較定理の応用

この節では，前節の定理 3.3を応用して，保存則をもつ反応拡散系

(3.33)

{
ut = d∆u− g(u+ v) + v,

vt = ∆v + g(u+ v)− v,
x ∈ Ω.

の安定平衡解の空間形状が，領域の形状に大きく依存することを示す．チューリン
グ不安定が起こりうるパラメータ領域 0 < d < 1で考えることにする．
領域Ω ⊂ Rnは x1軸を軸方向にもつ次の筒状領域

(3.34) Ω = (0, L)×D = {x = (x1, y) : 0 < x1 < L, y ∈ D}

を考える．ここで D は Rn−1 の十分滑らかな境界をもつ有界領域である．また，
n = 1のときはΩ = (0, L)とする．

定理 3.4 0 < d < 1とし，(3.33)を領域 (3.34)で考え，ノイマン境界条件を仮定す
るとその安定な平衡解 (u, v) = (u∗(x), v∗(x))は x1方向に単調である．また，n = 1
で周期境界条件の場合は，安定平衡解は定数解か，単峰形をしている．

[証明] ノイマン境界条件の場合をまず示す．変換w = u+ v, z = du+ vによって
(3.14)の形に書き直すことができるが，いまの場合

ξ = 1 + d, , α = η = 1, β = 0, f(w) = −(1− d)g(w)− dw

であある．∆z = 0より zは一定なので，その定常問題はwの方程式

d∆w + f(w)− ⟨f(w)⟩ = 0, ⟨w⟩ = m

に帰着される．ここでmは初期条件 (u0(x), v0(x))を一つ決めたときに ⟨u0+v0⟩ = m
から決まる．この解をw∗ = u∗ + v∗とすると，

u∗(x) = m− ⟨g(w∗)⟩ − m

1− d
+

1

1− d
w∗(x),(3.35)

v∗(x) = ⟨g(w∗)⟩+ md

1− d
− d

1− d
w∗(x)(3.36)

と表される．これは z∗ = du∗ + v∗が定数なので

z∗ = du∗ + v∗ = d⟨u∗⟩+ ⟨v∗⟩ = dm+ (1− d)⟨v∗⟩.

一方
d∆w∗ − (1− d)g(w∗) + (1− d)v∗ = 0

より ⟨g(w∗)⟩ = ⟨v∗⟩が導かれ，結局

w∗ = u∗ + v∗, z∗ = du∗ + v∗ = dm+ (1− d)⟨g(w∗)⟩
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より (3.35), (3.36)が得られる．これらの式から，w∗が単調なら u∗, v∗も単調で，
また，u∗または v∗が単調でなければw∗も単調でない．

w∗(x)が単調でないと仮定して，その線形化作用素

(3.37) Lφ = −[d∆φ+ f ′(w∗)φ− ⟨f ′(w∗)φ⟩], ⟨φ⟩ = 0

が常に負の固有値を持つことを示す．前節の結果より，(u∗, v∗)の線形化作用素も
負の固有値をもち，単調でない (u∗, v∗)に対してw∗も単調でないので，定理の主
張が正しいことがいえる．

(3.37)は次の変分問題の第 1変分として得られることを思い出そう：

Ea(w) =
∫
Ω

d

2
|∇w|2 − F (w) dx, w ∈ {ϕ ∈ H1(Ω) : ⟨ϕ⟩ = m}

ここで F (w) =
∫ w

f(w)dw. この第 2変分は

K(φ) =

∫
Ω

d|∇φ|2 − f(w∗)φ2 dx, φ ∈ {ϕ ∈ H1(Ω) : ⟨ϕ⟩ = 0}

である．K(ϕ) < 0となる関数が存在することが示せれば十分である．w∗は x1軸
方向に単調でないのでΦ := w∗

x1
は x1方向に符号変化する．また，方程式を x1で

偏微分すれば
d∆Φ+ f ′(w∗)Φ = 0

を満たすが，⟨Φ⟩ = 0とは限らない．そこで

Φ+(x) :=
1

2
(Φ(x) + |Φ(x)|), Φ−(x) :=

1

2
(Φ(x)− |Φ(x)|)

を定義する．Φ(x) = Φ+(x) + Φ−(x)だが，

Φ̃(x) = Φ+(x) + cΦ−(x), ⟨Φ̃⟩ = 0

となるように cを決める．境界では

Φ(x) = 0 (x ∈ {0} ×D, {L} ×D),
∂Φ

∂ν
= 0 (x ∈ (0, L)× ∂D)

なので，Φ̃ および，Φ† := Φ+ + c2Φ−に対して

Φ̃(x) = Φ†(x) = 0 (x ∈ {0}×D, {L}×D),
∂Φ̃

∂ν
=
∂Φ†

∂ν
= 0 (x ∈ (0, L)×∂D).

さらに，

Φ̃2 = (Φ+ + Φ−)(Φ+ + c2Φ−) = ΦΦ†,

|∇Φ̃|2 = (∇Φ+ +∇Φ−) · (∇Φ+ + c2∇Φ−) = ∇Φ · ∇Φ†
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に注意して

K(Φ̃) =

∫
Ω

∇Φ · ∇Φ† − f ′(w∗)ΦΦ† dx

= −
∫
Ω

(∆Φ + f ′(w∗)Φ)Φ† dx = 0

この Φ̃はΩ内の零点集合上で滑らかでなくなるので，Kの最小化解とはなり得な
い．よって線形化作用素Lは負の固有値をもつ．
次に，周期境界条件の場合を示そう．x = x1とおいて

K(φ) =

∫ L

0

dφ2
x − f ′(w∗)φ2dx, φ ∈ {ϕ ∈ H1

per(0, L) : ⟨ϕ⟩ = 0}

K(w∗
x) = 0,

∫ L

0

w∗
xdx = 0

より，w∗
xは零固有値に対する固有関数になっている．ノイマンのときのようにこ

の関数を調整することはできないので別な議論が必要である．
w∗(x)が非定数で単峰でなければ，すくなくとも w∗

x(x)は [0, L)において零点
を２個持つ．このw∗

xは，積分量に関する制限がない固有値問題

Lφ = −[dφxx + f ′(w∗)φ]

の固有関数でもあるので，スツルム・リュウビルの理論から，この問題の第１固有
値と第２固有値は負になる．それらに対する固有関数を ψ1, ψ2とすると

⟨ψ1 + cψ2⟩ = 0

となるように cをとることができる．実際，⟨ψ2⟩ = 0 ならK(ψ2) < 0により証明
は終わる．

(Lψ1, ψ2)L2 = (ψ1,Lψ2)L2 = 0

に注意すると，

K(ψ1 + cψ2) =

∫ L

0

d|(ψ1 + cψ2)x|2 − f ′(w∗)(ψ1 + cψ2)
2 dx = K(ψ1) + c2K(ψ2) < 0.

これで証明が終了した． □

注意 14 上の定理の拘束条件があるLの安定性の議論は，[55]による．[76]にも同
様の証明がある．また，周期境界条件の場合は [36]で使われた議論である．

注意 15 [71]や [59]では，具体的な (3.11)の gについて, 方程式を周期境界条件の
もとでシミュレーションしている．それによると，チューリング不安定性によって
生じたパターンは複数のスパイク状のパターンに成長した後，スパイクが少しず
つ崩壊していき，ただ一つのスパイクパターンに長時間経た後に落ち着く．なお，
β = 0の場合にも同様の成り立ち，上の定理は数値計算の結果の数学的正当性を与
える．なお，β = 0の場合にも同様の結果が成り立つ．
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4 固有値のパラメータに関する依存性

この節では以下のような固有値問題を考える．M(s) (s ≥ 0)は,各 sに対してL2(Ω)
における有界で自己共役な作用素とする．さらに正定値M(s) > 0 (∀s ≥ 0), すな
わち

(M(s)ϕ, ϕ)L2 > 0 (ϕ ∈ L2(Ω), ϕ ̸= 0)

を仮定する．このM(s)を用いて L2(Ω)の重み付き内積とノルムを

(ϕ, ϕ̃)s := (M(s)ϕ, ϕ̃)L2 , ∥ϕ∥s :=
√

(ϕ, ϕ)s

で定義する．明らかに通常のノルムと同値である．
AN = −d∆N とし，BをL2上の自己共役な有界作用素とすると，AN +Bは自

己共役である．(AN +B − ωM(s))−1は十分大きい−ω > 0に対して存在し，コン
パクト作用素になっていることを仮定する．

Rayleigh商 (quotient)を

R[ϕ; s] :=
d∥∇ϕ∥2 + (Bϕ, ϕ)L2

∥ϕ∥2s

で定義する．この変分問題に対応する，Euler-Lagrange方程式は

Lϕ = ωM(s)ϕ, ϕ ∈ Dom(L) = H2
N(Ω),(4.1)

L := −d∆N −B

各 s ≥ 0に対して (4.1)の固有値の集合 {ωj(s)}を重複度を込めて次のように順序
付ける:

ω1(s) ≤ ω2(s) ≤ · · · ≤ ωj(s) ≤ ωj+1(s) ≤ · · · ,

ωj(s)に対応する正規化された固有関数をϕj(·; s)とする．すなわち (ϕj(·; s), ϕk(·; s))s =
δjk．
固有値問題 (4.1)に対してMin-Max原理による特徴付けをまとめておく．Mn

を L2(Ω)の n次元部分空間全体とする，すなわち

Mn = {Xn ⊂ L2(Ω) : Xn は dimXn = n の部分空間 }.

このとき，

(4.2) ωn(s) = inf
Xn∈Mn

sup{R[ϕ; s] : ϕ ∈ Xn, ϕ ̸= 0}.

また ωn(s)は次のように特徴づけることもできる．

ωn(s) = sup
Z∈M̃n−1

inf{R[ϕ; s] : ϕ ∈ L2(Ω), (ϕ, ψ)s = 0 (∀ψ ∈ Z)}.
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ここで M̃n−1 は L2(Ω)の n − 1次元以下の部分空間 Z全体を表す．なお，最も馴
染みがあるのは帰納的に固有値を定義する以下の式であろう．

ωn(s) = inf{R[ϕ; s] : ϕ ∈ L2(Ω), ϕ ̸= 0,

(ϕ, ϕj(·, s))s = 0 (j = 1, 2, . . . , n− 1)}.

上記の３つの定義は同値である (文献 [10]参照)．
以下，M(s) (s ≥ 0)に次の仮定をする:

(H1) M(s)は sについて単調増加，すなわち

0 < M(s2)−M(s1), 0 ≤ s1 < s2

が成り立つ．

(H2) M(s)/sは s > 0について単調減少，すなわち，

0 < M(s1)/s1 −M(s2)/s2, 0 < s1 < s2

が成り立つ．

(H3) ある正の定数C1と ηが存在して

∥M(s)−M(0)∥op ≤ C1s (0 ≤ s ≤ η)

が成り立つ．

次の命題は固有値の sに関する単調性を示す．

命題 4.1 (i) ωn(0) > 0の場合

ωn(s1) ≥ ωn(s2) > 0 (0 ≤ s1 ≤ s2)

が成り立つ．

(ii) ωn(0) < 0の場合

ωn(s1) ≤ ωn(s2) < 0 (0 ≤ s1 ≤ s2)

が成り立つ．

(iii) ωn(0) = 0 なら ωn(s) = 0 (s ≥ 0)である．また，ωn(s0) = 0 なる s0 > 0が
存在すれば ωn(s) = 0 (s ≥ 0)が成り立つ.

次の命題は連続性を保証する．

命題 4.2 (4.1) の各固有値 ωn(s) は s について [0,∞)で連続である.
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次に s = 0の固有値 {ωn(0)}と, ウェイトを考えないLの固有値問題

(4.3) Lϕ = λϕ, ϕ ∈ Dom(L)

の固有値も比べることができる．次の命題は通常の固有値比較から導かれるので
証明は省略する．

命題 4.3 s = 0の場合の (4.1) の固有値問題 と (4.3) のそれにおいて，負の固有値
の個数は重複度を込めて一致する．また，零固有値が存在する場合，その重複度
は一致する．

上記の２つの命題 4.1, 4.2 の証明のために補助定理を準備する．

補題 4.4 任意の ϕ ∈ L2(Ω)に対して

(4.4) ∥ϕ∥s1 ≤ ∥ϕ∥s2 (0 ≤ s1 ≤ s2),

(4.5)
∥ϕ∥2s2
s2

≤
∥ϕ∥2s1
s1

(0 < s1 ≤ s2),

かつ

(4.6) ∥ϕ∥20 ≤ ∥ϕ∥2s ≤ (1 + C2s)∥ϕ∥20 (0 ≤ s ≤ η)

が成り立つ．

[証明] 仮定 (H1), (H2)より (i)と (ii)は自明である．(iii)は

∥ϕ∥2s − ∥ϕ∥20 = ((M(s)−M(0))ϕ, ϕ)L2

と (H3)より明らか． □

(4.7) K[ϕ] := d∥∇ϕ∥2 + (Bϕ, ϕ)L2 (ϕ ∈ H1(Ω))

とおく．

補題 4.5 0 ≤ s1 ≤ s2 かつ ωn(s2) > 0なら ωn(s2) ≤ ωn(s1).

[証明] inf-supタイプのMin-Max原理 (4.2) と条件 ωn(s2) > 0より, 次のような
δ > 0が存在する:

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
≥ δ (E ∈ Mn).
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仮定から

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
= sup

{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0,K[ϕ] ≥ 0

}
.

(4.2)より

ωn(s2) = inf
E∈Mn

sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s2
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
= inf

E∈Mn
sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s2
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0, K[ϕ] ≥ 0

}
≤ inf

E∈Mn
sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s1
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0, K[ϕ] ≥ 0

}
= inf

E∈Mn
sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s1
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
= ωn(s1).

これは目的の不等式である． □

補題 4.6 0 < s1 ≤ s2 かつ ωn(s1) > 0なら 0 < ωn(s1) ≤ (s2/s1)ωn(s2). さらに
ωn(0) > 0なら

0 < ωn(0) ≤ (1 + ηγ,τs)ωn(s) (0 < s).

[証明] (4.2) と ωn(s1) > 0より 次のような δ1 > 0が存在する:

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
≥ δ1 (E ∈ Mn).

次は明らか：

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
= sup

{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0,K[ϕ] ≥ 0

}
.

一方，(4.2) と Lemma 4.4より

ωn(s1) = inf
E∈Mn

sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s1
: ϕ ∈ E, ϕ ≠ 0

}
= inf

E∈Mn
sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s1
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0, K[ϕ] ≥ 0

}
≤ inf

E∈Mn
sup

{
s2
s1

K[ϕ]

∥ϕ∥2s2
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0, K[ϕ] ≥ 0

}
≤ s2

s1
inf

E∈Mn
sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s2
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0,K[ϕ] ≥ 0

}
=

s2
s1

inf
E∈Mn

sup

{
K[ϕ]

∥ϕ∥2s2
: ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
=
s2
s1
ωn(s2).
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同様にして s1 = 0のときは K[ϕ] > 0に対して

K[ϕ]

∥ϕ∥20
≤ (1 + C1s)

K[ϕ]

∥ϕ∥2s
(s > 0)

を使えばよい. こうして証明が完了する． □
次の補題は自明である．

補題 4.7 (4.1) の零固有値に対する固有空間は s ≥ 0に依存しない．

次の補題は 補題 4.5, 4.6 と 4.7から従う．

補題 4.8 もし，ある s0 > 0に対して ωn(s0) > 0なら，全ての s ≥ 0に対して
ωn(s) > 0である．また，ある s0 > 0に対して ωn(s0) < 0なら，全ての s ≥ 0に対
して ωn(s) < 0である．

[証明] 最初の主張は補題 4.5 と補題 4.6から従う. 後半は背理法による. もし，正
しくないと仮定すると ωn(s1) ≥ 0なる s1 > 0が存在する．しかし，補題 4.7 より
ωn(s1) = 0なら ωn(s) = 0 (s ≥ 0)である. また，ωn(s1) > 0なら ω(s) > 0 (s ≥ 0)
なので, これは矛盾である． □
次の補題は負の固有値についてパラメータ sに関する大小関係を与える．

補題 4.9 ある s0 > 0 に対して ωn(s0) < 0とすると 0 < s1 ≤ s2なら

ωn(s1) ≤ ωn(s2) ≤ (s1/s2)ωn(s1)(4.8)

が成り立つ．さらに，ωn(0) < 0 なら

ωn(s) ≤
1

1 + ηγ,τs
ωn(0) (0 < s)(4.9)

が成り立つ．

[証明] 補題 4.6 によって, 任意の s > 0に対して ωn(s) < 0 である. ωn(s2) < 0 な
ので，任意に与えられた ϵ ∈ (0,−ωn(s2)) に対してあるEϵ ∈ Mn で次を満たすも
のが存在する:

sup{K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ Eϵ, ϕ ≠ 0} < ωn(s2) + ϵ.

こうして ϕ ∈ Eϵ に対して K[ϕ] < 0. これと ∥ϕ∥2s1 ≤ ∥ϕ∥2s2 から

ωn(s1) = inf
E∈Mn

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
≤ sup{K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ Eϵ, ϕ ̸= 0}
≤ sup{K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ Eϵ, ϕ ̸= 0} < ωn(s2) + ϵ.
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極限 ϵ ↓ 0 をとると ωn(s1) ≤ ωn(s2).
次に (4.8)の右側の不等式を示す. ωn(s1) < 0だから任意の ϵ ∈ (0,−ωn(s1)) に

対してEϵ ∈ Mn で次のものが存在する：

sup{K[ϕ]/∥ϕ∥2s1 : ϕ ∈ Eϵ, ϕ ̸= 0} < ωn(s1) + ϵ.

任意の ϕ ∈ Eϵに対してK[ϕ] < 0 と，1/∥ϕ∥2s2 ≥ (s1/s2)(1/∥ϕ∥2s1) から，

ωn(s2) = inf
E∈Mn

sup
{
K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ E, ϕ ̸= 0

}
≤ sup{K[ϕ]/∥ϕ∥2s2 : ϕ ∈ Eϵ, ϕ ̸= 0}

≤ sup

{
s1
s2

K[ϕ]

∥ϕ∥2s1
: ϕ ∈ Eϵ, ϕ ̸= 0

}
<
s1
s2
(ωn(s1) + ϵ).

極限 ϵ ↓ 0 をとると ωn(s2) ≤ (s1/s2)ωn(s1). こうして前半部分が証明できた．
後半は s1 = 0のとき, K[ϕ] < 0に対して

K[ϕ]/∥ϕ∥20 ≤ K[ϕ]/∥ϕ∥2s ≤
1

1 + ηγ,τs
K[ϕ]/∥ϕ∥20 (s > 0)

が成り立つので，これを使えば前半と同様に証明できる． □
[命題 4.1 と命題 4.2の証明]: 補題 4.6, 補題 4.7, 補題 4.8，補題 4.9 および 命

題 4.1, 命題 4.2 の結果からすぐに従う． □

注意 16 パラメータに関する連続性の議論は文献 [26] でさらに改良され，保存則
のある場合に対する固有値比較も見通しよく整理されている．そのおかげで [61]で
課されていたパラメータに関する制限は必要でなくなった．
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5 Profile of equilibrium solutions

We are concerned with the reaction-diffusion system:

(5.1)

{
ut = d∆u− g(u+ v) + v,

vt = ∆v + g(u+ v)− v,
x ∈ Ω,

with the Neumann boundary condition

(5.2)
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω,

where Ω is a bounded domain of Rn with smooth boundary ∂Ω and 0 < d < 1.
We note that the diffusion coefficients of u and v equations are normalized as 1 in
the v-equation and d in the u-equation, that is, d stands for the ratio of the two
diffusion coefficients. Here, we deal with the case of the function g(w) given by

g(w) =
w

(w + 1)2
.

It is known that there exists a unique nonnegative classical solution satisfying the
initial condition

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0(x), v0(x)), u0, v0 ∈ C0(Ω), u0(x) ≥ 0, v0(x) ≥ 0 (x ∈ Ω).

Under the evolution of the system, the total mass is conserved:∫
Ω

(u(x, t) + v(x, t))dx =

∫
Ω

(u0(x) + v0(x0))dx (t ≥ 0).

Moreover, the system allows a Lyapunov function, that is,

L(u, v) =
∫
Ω

{
d

2
|∇(u+ v)|2 + (1− d)G(u+ v) +

d

2
(u+ v)2 +

1

2
|∇(du+ v)|2

}
dx,

where G(u) :=
∫ w

0
g(u)du.

Lemma 5.1 The omega-limit of the orbit of the solution of (5.1)-(5.2) consists of
equilibrium solutions.

Proof. By the new variables

w = u+ v, z = du+ v

the system is transformed to

(5.3)


(1 + d)wt − zt = d∆w − (1− d)g(w)− dw + z,

wt = ∆z.
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Utilizing

L1(w, z) =

∫
Ω

{
d

2
|∇w|2 + (1− d)G(w) +

d

2
w2 +

1

2
|∇z|2

}
dx

yields

d

dt
L1(w(·, t), z(·, t))

=

∫
Ω

[d∇w · ∇wt + ((1− d)g(w) + dw)wt +∇z · ∇zt ]dx

=

∫
Ω

[(−d∆w + (1− d)g(w) + dw)wt − zt∆z ]dx

=

∫
Ω

[(−wt + zt + z)wt − wtzt] dx

=

∫
Ω

[−(1 + d)w2
t + zwt] dx =

∫
Ω

[−(1 + d)w2
t + z∆z] dx

= −
∫
Ω

[(1 + d)w2
t + |∇z|2] dx.

This implies that

(5.4)
d

dt
L1(w, z) = 0 (∀t ∈ R) ⇔ wt = 0, z(·, t) = ⟨z(·, t)⟩ (∀t ∈ R).

On the other hand, in view of (5.3) we have

(1 + d)⟨wt⟩ − ⟨zt⟩ = −(1− d)⟨g(w)⟩ − dm+ ⟨z⟩.

Applying (5.4) to this equation yields

⟨zt⟩ = (1− d)⟨g(w)⟩+ dm− ⟨z⟩.

The uniform boundednes of the solution for all t implies ⟨zt⟩ = d⟨z⟩/dt = 0, hence,
⟨z(·, t)⟩ is constant. In the consequence we can assert that

d

dt
L1(w, z) = 0 (∀t ∈ R)

is realized by only equilibrium solutions. This yields that the omega-limit set of
the solution is contained in a set of equilibrium solutions. □

5.1 Stationary problem

We deal with the stationary problem of (5.1)-(5.2),

(5.5)

{
d∆u− g(u+ v) + v = 0,

∆v + g(u+ v)− v = 0,
x ∈ Ω,
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with the Neumann boundary condition (5.2) and the total mass constraint

(5.6)

∫
Ω

(u+ v) dx =M, i.e. ⟨u⟩+ ⟨v⟩ =M/|Ω| ≡ m.

Set w = u + v. By a straightforward computation, the system (5.5) is reduced to
the scalar equation for w = u+ v,

(5.7) −d∆w + (1− d)g(w) + dw = λ (x ∈ Ω),

with the Neumann boundary condition ∂w/∂ν = 0 on ∂Ω and the total mass
constraint

∫
Ω
w dx =M , where λ is the Lagrange multiplier.

This scalar equation is the Euler-Lagrange equation of the energy functional

(5.8) E1(w) =
∫
Ω

(
d

2
|∇w|2 + (1− d)G(w) +

d

2
w2

)
dx,

under the total mass constraint (5.6), where the function G is given by

G(w) =

∫ w

0

g(u) du = log |w + 1|+ 1

|w + 1|
− 1.

We focus on positive solutions to the system (5.1) minimizing the corresponding
energy functional E1. We note that the gradient flow is given by the evolutionary
equation

(5.9) wt = d∆w − (1− d)g(w)− dw + (1− d)⟨g(w)⟩+ dm (x ∈ Ω),

with the Neumann boundary condition. We easily verify

d

dt
E(w(·, t)) = −

∫
Ω

w2
t dx ≤ 0.

We remark that by the strong maximum principle of parabolic equations we know
w(x, t) > 0 for initial data w0(x) ≥ 0, ̸≡ 0.

We consider the variational problem

(5.10) inf
A

E(w) = inf
A

∫
Ω

(
d

2
|∇w|2 + (1− d)G(w) +

d

2
w2

)
dx,

subject to an admissible set

A := {w ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

w dx =M, w ≥ 0}.

This allows a minimizing sequence in A. We let w̃ be a function which attains the
infimum of the energy in the admissible set. By virtue of the mass constrain, w̃ is
not identically zero. If it has a zero, then applying the gradient flow takes us to a
positive solution for t > 0 with less energy than w̃, which yields a contradiction.
Hence w̃ is a positive minimizer in A and satisfies the Euler-Lagrange equation
(5.7).

We have the next property of any positive solution (5.7).
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Lemma 5.2 Let w∗(x) be a positive solution to (5.7). Then

dw∗(x) < λ < w∗(x) (x ∈ Ω)

holds, where λ is the Lagrange multiplier of (5.7) for w∗(x).

Proof. Let
w∗(xm) = min

x∈Ω
w∗(x), w∗(xM) = max

x∈Ω
w∗(x).

By (5.7) we have

0 ≤ ∆w∗(xm) = (1− d)g(w∗(xm)) + dw∗(xm)− λ

< (1− d)w∗(xm) + dw∗(xm)− λ = w∗(xm)− λ,

while
(1− d)g(w∗(xM)) + dw∗(xM)− λ = ∆w∗(xM) ≤ 0,

which implies
0 < (1− d)g(w∗(xM)) ≤ λ− dw∗(xM).

Hence, we obtain
dw∗(xM) < λ < w∗(xm).

This concludes the proof. □
By this lemma we obtain one-to-one correspondence between positive solution

(5.7) and (5.5) with the Neumann conditions by

u∗(x) =
1

1− d
(w∗(x)− λ) =

1

1− d
(w∗(x)− z∗(x)),(5.11)

v∗(x) =
1

1− d
(λ− dw∗(x)) =

1

1− d
(z∗(x)− dw∗(x)).(5.12)

In addtiion, we see
L(u∗, v∗) = L1(w

∗, z∗) = E1(w∗).

We obtain:

Lemma 5.3 Let (u∗, v∗) be a positive solution which minimize the functional L.
in A2 := {(u, v) ∈ H1(Ω;R2) : u > 0, v > 0, ⟨u⟩+ ⟨v⟩ = m}. Then w∗ = du∗ + v∗

is a positive minimizer of E1 in A. On the other hand if w∗ is a positive minimizer
of E1 in A, then (u∗, v∗) defined by (5.11)-(5.12) attains the infmum of L in A2
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6 Profile of the minimizer

In this section we first provide some qualitative aspect of the profile for the mini-
mizer of E1(w) of (5.8) in specific domains, an interval and a rectangle. Then we
investigate the asymptotic profile of the minimizer in the interval as d = ε2 → 0.

6.1 Monotonicity of minimizers

In view of the work by Gurtin-Matano [55] we have

Lemma 6.1 Consider a minimizer of E1(w) of (5.8) in a cylindrical domain

Ω = {(x, y) : 0 < x < L, y ∈ D ⊂ Rn−1},

where D is a bounded domain with the smooth boundary ∂D. Then the minimizer
is monotone in the axial direction, that is, constant or strictly monotone in x-axis.

Since the constant solution cannot be minimizer for small d, we have the next
result.

Lemma 6.2 Let Ω = (0, 1). Then there is dc > 0 such that the minimizer of
E1(w) is strictly monotone if d < dc.

In addition in a rectangle domain we have

Lemma 6.3 Let Ω = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < L} and consider the minimizer
of E1 in this domain. Assume d < dc. Then there is Lc > 0 such that the minimizer
is strictly monotone in both x and y axes.

This lemma implies that only corners of the domain allows the maximum and the
minimum of the minimizer if the rectangle is sufficiently fat .

6.2 Asymptotic profile of minimizers

We investigate the asymptotic behavior of the minimizer of (5.10) as d = ε2 →
0 (ε > 0) when the domain is a one-dimensional interval Ω = (0, 1). The corre-
sponding Euler-Lagrange equation is given by

−ε2wxx + (1− ε2)g(w) + ε2w = λ (0 < x < 1),(6.1)

wx(0) = wx(1) = 0,

with

(6.2)

∫ 1

0

w dx =M.
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We introduce a key scaling parameter. Let κ = κε be a positive solution of the
equation

(6.3) ε2 =
log κ

κ4
.

It is seen that there is an interval (0, ε1) in which κϵ is strictly decreasing and that
limε→0+ κε = +∞. We note that from (6.3)

(6.4) εκε
√
log κε =

log κε
κε

follows.
Suppose that wε is a global minimizer of the functional

(6.5) Eε(w) =
∫ 1

0

(
ε2

2
w2

x + (1− ε2)G(w) +
ε2

2
w2

)
dx,

in the admissible set A. Without loss generality, we may assume that wε is mono-
tone decreasing.

Theorem 6.4 ([7]) Let κε be the solution of (6.3) and the function wε be a min-
imizer of the functional (6.5). Assume wε to be decreasing.Then the following
propertirs hold:

(i) The sequence {wε} converges to Mδ(x) in the following sense:∫ 1

0

wε(x)dx =M, lim
ε→0

sup
η≤x≤1

wε(x) = 0 (∀η ∈ (0, 1)),

where δ(x) is the Dirac delta function.

(ii) Set µε := max0≤x≤1wε(x) = wε(0). There exist constants 0 < C ′
1 < C1 and

ε1 > 0 such that

C ′
1 ≤

µε

κε
≤ C1 (0 < ε < ε1).

(iii) Define Wε(x) :=
1
κε
wε

(
x
κε

)
. The sequence {Wε} converges to a function

W0(x) =

{
1
a
− ax2

4
(0 < x <

√
2
a
),

0 (
√
2
a

≤ x)

in C0,α
loc (0 ≤ α < 1), where a =

√
2
√
2

3M
. Furthermore,

(6.6) lim
ε→0

µε

κε
=

1

a
.

The following Corollary immediately follows:

Corollary 6.5 Let wε be a minimizer of the functional (6.5) and (uε, vε) be the
associative solution to the system (5.5) through the relation (5.11)-(5.12). Then
the sequence {uε} converges to Mδ(x) in the same sense describing in Theorem
6.4 (i) and the sequence {vε} converges to 0 in L∞(0, 1).
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6.3 Proof of (i) and (ii) of Theorem 2.2

We define

ϕε(x) :=

{
2Mκ(1− κx) (0 ≤ x ≤ 1/κ),

0 (1/κ ≤ x ≤ 1).

Lemma 6.6 There are constants C0 > 0 and ε0 > 0 such that

(6.7) Eε(ϕε) ≤ C0
log κε
κε

(0 < ε ≤ ε0).

Proof. We simply write κ instead of κε below. Plugging the test function in the
functional, we compute the energy term-by-term:∫ 1

0

{(ϕε)x}2dx =

∫ 1/κ

0

(
2Mκ2

)2
dx = 4M2κ3,∫ 1

0

(ϕε)
2dx =

∫ 1/κ

0

4M2κ2(1− κx)2dx =
4

3
M2κ,∫ 1

0

log(ϕε + 1)dx =

(
1

κ
+

1

2Mκ2

)
log (2Mκ+ 1)− 1

κ
,

and ∫ 1

0

(
1

ϕε + 1
− 1

)
dx =

1

2Mκ2
log(2Mκ+ 1)− 1

κ
.

Therefore, we have

Eε(ϕε) = 2M2ε2κ3 + (1− ε2)

[(
1

κ
+

1

2Mκ2

)
log (2Mκ+ 1)− 1

κ

]
+(1− ε2)

[
1

2Mκ2
log(2Mκ+ 1)− 1

κ

]
+

2

3
Mε2κ.

Since the definition of κ = κε, we see ε2κ3 = log κ/κ, which implies the desired
inequality (6.7). □

From the above lemma we see that the minimizer converges to zero almost
everywhere as ε→ 0. In addition we have the next lemma.

Lemma 6.7 Let µε be the one defined in (ii) Theorem 6.4 .

lim
ε→+0

µε = +∞.

Proof. We will prove by contradiction. Assume that there exists some sequence
{εj} converging to 0 and some constant C > 0 such that µεj ≤ C for all j. Choose a
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point w0 < M sufficiently small in an open interval (0, 1) such that the intersection
of the tangent line

y = G′(w0)(w − w0) +G(w0),

and the graph y = G(w) is achieved at the point w = w0 and w1 > C. Note that

G′(w0) =
G(w1)−G(w0)

w1 − w0

.

Noticing that y = G(w) is convex up to w = 1 and concave for w > 1, and invoking
of the L∞-boundedness of the sequence {wεj}, we see

G(wεj) ≥ G′(w0)(wεj − w0) +G(w0).

Therefore,

Eεj(wεj) =

∫ 1

0

(
ε2

2

∣∣∣∣dwεj

dx

∣∣∣∣2 + (1− ε2j)G(wεj) +
ε2

2
w2

εj

)
dx

≥(1− ε2εj)

∫ 1

0

(G′(w0)(wεj − w0) +G(w0)) dx

>
1

2
(G′(w0)(M − w0) +G(w0)) > 0

for εj small enough. The constant lower bound of the energy Eεj(wεj) contradict
to the result of the previous Lemma 6.6:

Eεj(wεj) ≤
C0 log κ(εj)

κ(εj)
→ 0.

This implies
lim
ε→+0

µε = +∞.

□
By the above lemma and the monotonicity of the minimizer we can assert (i)

of Theorem 6.4. In order to prove (ii) of Theorem 6.4 we prepare several lemmas.

Lemma 6.8 For the same µε in Lemma 6.7

(6.8)
1

2
εµε

√
(1− ε2) log µε ≤ Eε(wε)

holds.

Proof. Without loss of generality, we may assume wε(x) is strictly monotone
decreasing. Indeed, the constant solution w =M of (6.1) cannot be the minimizer
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because of Lemma 6.6. Thus, we have µε = wε(0). Let ξ = ξε be the point such
that

µε

2
= wε(ξ).

Put φε(x) := wε(x)/µε. We have φε(0) = 1, φε(ξε) = 1/2 and

σε := Eε(wε) =

∫ 1

0

(
ε2µ2

ε

2
{(φε)x}2 + (1− ε2)G(µεφε) +

ε2µ2
ε

2
φ2
ε

)
dx

where

G(µεφε) = log(µεφε+1)+
1

µεφε + 1
−1 =

log µε

2
+log(

√
µεφε+

1
√
µε

)+
1

µεφε + 1
−1,

Because limε→0 µε = +∞ and the definition ξε, we have

log(
√
µεφε +

1
√
µε

) +
1

µεφε + 1
− 1 ≥ log(

√
µε

2
+

1
√
µε

) +
1

µε + 1
− 1 > 0,

on the interval [0, ξε]. Thus,

G(µεφε) ≥ 1

2
log µε (0 ≤ x ≤ ξε),

for small ε. Utilizing this, we estimate

σε ≥
∫ ξε

0

ε2µ2
ε{(φε)x}2

2
+ (1− ε2)G(µεφε) dx

≥
∫ ξε

0

{εµε(φε)x}2

2
+

1− ε2

2

(√
log µε

)2
dx

≥
∫ ξε

0

εµε

√
(1− ε2) log µε|(φε)x| dx (put z = φx(x))

= εµε

√
(1− ε2) log µε

∫ 1/2

1

(−1)dz =
1

2
εµε

√
(1− ε2) log µε.

This proves the desired result. □

Lemma 6.9 There exists C1 > 0 such that µε ≤ C1κε for small ε > 0.

Proof. Combining Lemmas 6.6 and 6.8, we obtain

(6.9)
εµε

3

√
log µε ≤ Eε(wε) ≤

C0 log κε
κε

= C0εκε
√

log(κε),

where we used (6.4). Furthermore,

3C0κε
√
log(κε) = 3C0κε

√
log(3C0κε)− log(3C0)

≤ 3C0κε
√

log(3C0κε),
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for ε small enough. Utilysing the fact that the function x(log x)1/2 is monotone
increasing for large x > 0, we conclude that µε ≤ 3C0κε. □

By virtue of Lemma 6.9 we proved the half part of the assertion in (ii) of
Theorem 6.4. We go to the other part.

Lemma 6.10

(6.10) γε := wε(1) = O

(√
log κε
κε

)
.

Proof. We notice

(1− ε2)G(γε) ≤ E1(wε) ≤ C0
log κε
κε

and

G(γε) = γ2ε

∫ 1

0

(1− τ)G′′(τγε)dτ = γ2ε

∫ 1

0

(1− τ)g′(τγε)dτ.

By virtue of g′(0) = 1,
∫ 1

0
(1 − τ)g′(τγε)dτ is bounded away from zero for small

ε > 0. Combining these facts yields the desired assertion. □
As seen in (6.9),

εµε

√
log µε ≤

3C0 log κε
κε

holds. Moreover, we obtain

Lemma 6.11 There is a positive constant C2 such that

C2
log κε
κε

≤ log µε

µε

holds for small ε > 0.

Proof. The function log x/x is strictly monotone decreasing in (e,∞). By
µε ≤ C1κε of Lemma 6.9,

log µε

µε

≥ log(C1κε)

C1κε
=

1

C1

(log κε/κε + logC1/κε).

Thus for small ε > 0 there is C3 > 0 which allows the desired inequality. □
We rewrite the equation (6.1) as

ε2

2
w2

x = (1− ε2)G(w) +
ε2

2
w2 − (λεw + Aε).(6.11)
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where w = wε, λε is the Lagrange multiplier for wε and Aε is a constant determined
by the boundary values. Recall µε = wε(0) and γε = wε(1). We notice that
µε, γε, λε and Aε satisfy

(1− ε2)G(µε) +
ε2

2
µ2
ε = λεµε + Aε.(6.12)

(1− ε2)G(γε) +
ε2

2
γ2ε = λεγε + Aε.(6.13)

Lemma 6.12 There are positive constants C3, C4 and C5 such that

C4
log κε
κε

≤ λε ≤ C3
log κε
κε

,(6.14)

|Aε| ≤ C5
log κε
κε

.(6.15)

hold for small ε > 0.

Proof. First, invoking of (6.11), we have

Eε(w) =
∫ 1

0

(
ε2

2
w2

x + (1− ε2)G(w) +
ε2

2
w2

)
dx

=

∫ 1

0

[2(1− ε2)G(w) + ε2w2 − (λεw + Aε)] dx

=

∫ 1

0

[ε2w2
x + (λεw + Aε)] dx ≥ λεM + Aε.

for w = wε. Hence

λεM + Aε ≤ C0
log κε
κε

.

On the other hand by (6.12) we have

λεγε > −Aε.

Combining these inequalities yields

C0
log κε
κε

≥ λεM − λεγε = λε(M − γε).

Hence λε ≤ C3 log κε/κε for a positive number C5.
Next, we use (6.12) and (6.13) to obtain

λε =
(1− ε2)(G(µε)−G(γε)) + (ε2/2)(µ2

ε − γ2ε )

µε − γε
.
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Sinece γε, ε
2µε → 0 as ε→ 0, we have

λε =
G(µε)

µε

· (1− ε2)(1−G(γε)/G(µε))

1− γε/µε

+
ε2

2
(µε − γε)(6.16)

≈ G(µε)

µε

≈ log(1 + µε)

µε

≈ log µε

µε

.

Applying Lemma 6.11 to this inequality yields

λε ≥ C̃
log µε

µε

≥ C4
log κε
κε

(C4 = C̃C2).

In the consequence we obtain (6.14).
In order to obtain (6.15) we apply (6.14) to

−λε ≤ Aε ≤ C0
log κε
κε

.

This concludes the proof. □
By (6.16) we have

Lemma 6.13 There are positive constants C6 and C7 such that

C7
log µε

µε

≤ λε ≤ C6
log µε

µε

holds.

The next lemma completes the proof of Theorem 6.4.

Lemma 6.14 There is a positive constant C8 such that

κε ≤ C8µε

Proof. Combining (6.14) and Lemma 6.13 leads us to

log µε

µε

≤ λε
C7

≤ C5

C7

log κε
κε

=
C5

C7

(
log(κε/C8)

κε
+

logC8

κε

)
=

C5

C7C8

· log(κε/C8)

κε/C8

+
C5

C7

logC8

κε
.

Take C8 > 0 and ε2 > 0 so that for each ε ∈ (0, ε2)

C5

C7C8

≤ 1

2
,

C5

C7

logC8

κε
≤ log(κε/C8)

κε/C8

hold. Then
log µε

µε

≤ log(κε/C8)

κε/C8

,

which implies κε/C8 ≤ µε since
log x
x

is monotone decreasing for x > e. □
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7 Proof of (iii) of Theorem 6.4

Since we assume wε is a monotone decreasing function, (6.11) reads

wx = −

√
2

ε2

(
(1− ε2)G(w) +

ε2

2
w2 − (λεw + Aε)

)
,

for w = wε, thus

x = −
∫ w

µε

dζ√
2
ε2

(
(1− ε2)G(ζ) + ε2

2
ζ2 − (λεζ + Aε)

) .
We have ∫ µε

γε

dw√
2
ε2

(
(1− ε2)G(w) + ε2

2
w2 − (λεw + Aε)

) = 1,(7.1)

∫ µε

γε

w dw√
2
ε2

(
(1− ε2)G(w) + ε2

2
w2 − (λεw + Aε)

) =M.(7.2)

Define rescaled functions Wε : Ωε := (0, κε) → R by

Wε(y) =
1

κε
wε

(
y

κε

)
.

The equation (6.1) and (6.2) become

−W ′′
ε +

(1− ε2)

log κε

κ2εWε

(κεWε + 1)2
+

1

κ2ε
Wε =

κελε
log κε

on Ωε,(7.3)

W ′
ε(0) = W ′

ε(κε) = 0,∫ κε

0

W (y) dy =M.(7.4)

By the integration (7.3) is written as

(W ′
ε(y))

2 =
2

log κε

[
(1− ε2)

(
log(κεWε + 1) +

1

κεWε + 1
− 1

)
(7.5)

+
ε2κ2ε
2
W 2

ε − (λεκεWε + Aε)

]
,

in the interval Ωε.
The boundedness of the sequence {µε/κε} implies that {Wε} is bounded in

L∞-norm. From (7.5), we also know {Wε} is bounded in W 1,∞. Thus, there exists
a subsequence {εj} such that {Wεj} converges to a function W0 in C0,α(Ω′) on
any compact subset Ω′ ⊂ (0,∞) for 0 ≤ α < 1 and the subsequence {µεj/κεj}
converges to some constant.
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Lemma 7.1 Suppose that wε is a minimizer of Eε(w) in A. Then there exists
a subsequence {Wεj} and a function W0 ∈ C0,α

loc such that the subsequence Wεj

converges to W0 in C0,α
loc where α ∈ [0, 1).

The next two lemmas are crucial to identify the asymptotic profile of the min-
imizer as ε→ 0.

Lemma 7.2 Suppose Wεj → W0 in C0,α
loc . For any y ∈ supp(W0), we have

lim
j→∞

log(κεjWεj(y) + 1)

log κεj
= 1.

Proof. For y ∈ supp(W0), we have

log(κεjWεj(y) + 1)

log κεj
−

log(κεjW0(y) + 1)

log κεj
=

log

(
1 +

Wεj (y)−W0(y)

W0(y)+
1

κεj

)
log κεj

→ 0

and

lim
j→∞

log(κεjW0(y) + 1)

log κεj
= lim

j→∞

log κεj + log(W0(y) +
1

κεj
)

log κεj
= 1.

□

Lemma 7.3 Let {εj} be an infinite sequence which satisfies εj → 0 as j → ∞
and

(7.6) lim
j→∞

λεjκεj
log κεj

= a, lim
j→∞

µεj

κεj
= α̃.

Then

M = lim
j→∞

∫ κεj

0

Wεj(y)dy =
2
√
2

3

α̃
√
α̃√
a

holds.

Lemma 7.4 The limiting function W0(y) has a compact support in [0,∞).

We prove these two lemmas in the next subsections.
We rewrite (7.5) as

W ′
ε(y)

= −
{

2

log κε

[
(1− ε2)

(
log(κεWε + 1) +

1

κεWε + 1
− 1

)
+
ε2κ2ε
2
W 2

ε − (λεκεWε + Aε)

]}1/2

.
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Using {Wε} converges to W0 in W 1,p
loc (0,∞), Lemma 7.4 and the above estimates

together with (ii) of Theorem 6.4 and (6.14), we find that the limiting function W0

should satisfies the equation

(7.7) W ′ = −
(
2χsupp(W0) − 2aW

)1/2
where a = limj→∞(λεjκεj)/ log λεj . We solve this equation. ByW ′(0) = 0, we have
W (0) = 1/a, that is, α̃ = 1/a. Integrating∫ W

1/a

dW√
1− aW

= −
√
2

∫ y

0

dy

yields [
− 2

a
(1− az)1/2

]W
1/a

= −2

a
(1− aW )1/2 = −

√
2y,

from which
(1− aW )1/2 =

a

2
y.

Consequently, we obtain

(7.8) W0(y) =

{
1
a
− ay2

2
for 0 < y <

√
2
a
,

0 for
√
2
a

≤ y.

In view of Lemma 7.3 we compute∫ √
2/a

0

W0(y)dy =

√
2

a2
· 2
3
=M.

Hence, a2 = 2
√
2/3M . Since the constant a is independent of the choice of the

subsequence {εj}, the whole sequence {Wε} converges to W0 in C
0,α
loc for 0 ≤ α < 1

and limε→0 µε/κε = 1/a. This completes the proof of Theorem 6.4.

7.1 Proof of Lemma 7.3

Although the mass constraint (7.4) holds for any ε > 0, it is not guaranteed that
M =

∫∞
0
W0(x) dx holds. The reason is that the convergence Wεj(x) to W0(x) is

only locally uniform in C0,α for 0 ≤ α < 1. We compute the limit
∫ κεj

0 Wεj(x)dx
below. Apply the change of the independent valuable x by z = wε(x), we have

M =

∫ 1

0

wε(x) dx =

∫ µε

γε

ε√
2

z√
Φε(z)

dz,
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where

Φε(z) = (1− ε2)G(z) +
ε2

2
z2 − λεz − Aε, γε := wε(1)

(recall µε = wε(0)). We note

Φε(γε) = Φ(µε) = 0.

Moreover, G(x) is a monotone increasing and

G′′(z) = g′(z) > 0 (0 ≤ z < 1), G′′(z) < 0 (1 < z).

Hence,

G(z)−G(γε)

z − γε
(z ∈ (γε, 1]),

G(µε)−G(z)

µε − z
(z ∈ [1, µε))

are monotone increasing and decreasing respectively.
We define

(7.9) βε := κ1−θε
ε , θε =

1√
log κε

We remark that as seen in the proof below it suffices to take θε such that

lim
ε→0

θε = 0, lim
ε→0

κθεε = ∞.

Lemma 7.5 For βε defined in (7.9),

lim
ε→0

∫ βε

γε

ε√
2

z√
Φε(z)

dz = 0

holds.

Proof. We first show

lim
ε→0

∫ 1

γε

ε√
2

z√
Φε(z)

dz = 0.(7.10)

By Φε(γε) = 0, we write

Φε(z) = (1− ε2)(G(z)−G(γε)) +
ε2

2
(z2 − γ2ε )− λε(z − γε)

= (z − γε)hε(z),

hε(z) := (1− ε2)
G(z)−G(γε)

z − γε
+
ε2

2
(z + γε)− λε,
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where hε(z) can be continuously extended up to z = γε as hε(γε) = (1− ε2)g(γε)+
ε2γε − λε. Since hε(z) is monotone increasing in [γε, 1], we have∫ 1

γε

ε√
2

z√
Φε(z)

dz ≤ ε√
2

1√
hε(γε)

∫ 1

γε

z√
z − γε

dz.

Invoking of γε = O(
√
log κε/κε), we can conclude (7.10).

We next deal with the integral over the range [1, βε], i.e.,

Iε :=

∫ βε

1

ε√
2

z√
Φε(z)

dz.

By the change of the valuable z = κεζ in the integral we obtain

Iε =

∫ βε/κε

1/κε

1√
2

εκ2εζ√
Φε(κεζ)

dζ =

∫ 1/κθε
ε

1/κε

1√
2

ζ√
Φε(κεζ)/ log κε

dζ,

where we used εκ2ε =
√
log κε. Recall Φε(µε) = 0 and put αε := µε/κε. Then

Φε(κεζ) = (αε − ζ)qε(ζ),

qε(ζ) := −(1− ε2)
G(κεαε)−G(κεζ)

αε − ζ
− ε2κ2ε

2
(ζ + αε) + λεκε

For ζ ∈ [1/κε, βε/κε] = [1/κε, 1/κ
θε ],

(7.11) qε(ζ) ≥ −(1− ε2)
G(κεαε)−G(1)

αε − 1/κε
− ε2κ2ε

2
(1/κθε + αε) + λεκε.

Recall

λε =
(1− ε2)(G(µε)−G(γε)) +

ε2

2
µ2
ε − ε2

2
γ2ε

µε − γε
=

(G(µε)−G(γε))

µε − γε
+O(ε2µε).

Since λεκε = O(log κε), it conflict with G(κεαε) = G(µε) = O(log µε). We should
carefully handle the leading terms of the right hand side of (7.11) as

κε
G(µε)−G(γε)

µε − γε
− G(κεαε)−G(1)

αε − 1/κε
= κε

{
G(µε)−G(γε)

µε − γε
− G(µε)−G(1)

µε − 1

}
=

κε
(µε − γε)(µε − 1)

{−G(µε)(1− γε) + (G(1)−G(γε))µε +G(γε)−G(1)γε} .

This term is bounded away from zero as ε→ 0 because of κε/µε = O(1), G(µε)/µε =
O(log κε/κε). Applying this equality to the right hand side of (7.11), we assert that
there is c1 > 0 such that

qε(ζ)/ log κε ≥ c1
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holds for every small ε > 0.
In the sequence we compute∫ 1/κθε

ε

1/κε

ζ√
αε − ζ

dζ

=
2

3
{(αε − 1/κθεε )

3/2 − (αε − 1/κε)
3/2} − 2αε(

√
αε − 1/κθεε −

√
αε − 1/κε)

≤ 2αε(1/κ
θε
ε − 1/κε)√

αε − 1/κθεε +
√
αε − 1/κε

≤ αε/κ
θε
ε√

αε − 1/κθεε
.

Thus,

Iε ≤
√
log κε√
2c1

∫ 1/κθε
ε

1/κε

ζ√
αε − ζ

dζ = O(
√
log κε/κ

θε
ε ).

Putting ℓε :=
√
log κε and θε = ℓ−1

ε , we have

√
log κε
κθεε

=
ℓε

(eℓ2ε)ℓ
−1
ε

=
ℓε
eℓε
.

This implies that Iε → 0 as ε→ 0. □

Lemma 7.6 Assume (7.6). Then

lim
j→∞

∫ µεj

βεj

ε√
2

z√
Φε(z)

dz =
2
√
2

3

α̃
√
α̃√
a
.

Proof. With the same change of variable employed in the previous proof, we have

Jε :=

∫ µε

βε

ε√
2

z√
Φε(z)

dz =

∫ αε

1/κθε
ε

1√
2

ζ
√
α− ζ

√
qε(ζ)/ log κε

dζ,

where

qε(ζ) = −(1− ε2)
G(κεαε)−G(κεζ)

αε − ζ
− ε2κ2ε

2
(ζ + αε) + λεκε.

For simplicity of notation we simply take ε→ instead of εj → 0. For ζ ∈ [1/κθε , αε],

0 < κεg(µε) = κεG
′(κεαε) ≤

G(κεαε)−G(κεζ)

αε − ζ
≤ G(κεαε)−G(κ1−θε)

αε − 1/κθε
.

We write

G(κεαε)−G(κ1−θε
ε ) = log

αεκε + 1

κ1−θε
ε + 1

+
κ1−θε
ε − κεαε

(κεαε + 1)(κ1−θε
ε + 1)

.
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By the next estimate

1

log κε
log

αεκε + 1

κ1−θε
ε + 1

=
1

log κε
log

αεκ
θε
ε + 1/κ1−θε

ε

1 + 1/κ1−θε
ε

≤ 1

log κε
log(αεκ

θε
ε + 1) = θε +

1

log κε
log(αε + 1/κθεε ),

with θε → 0 as ε→ 0, we obtain

lim
ε→0

G(κεαε)−G(κ1−θε)

log κε(αε − 1/κθε)
= 0.

From this limit and (7.6)

lim
ε→0

1

log κε
qε(ζ) = a(7.12)

follows.
Introducing the new variable ζ = 1/κθεε + (αε − 1/κθεε ) sin

2 ϕ (0 ≤ ϕ ≤ π/2) in
the integral Jε, we write

Jε =
1√
2

∫ π/2

0

(1/κθεε + (αε − 1/κθεε ) sin
2 ϕ) · 2(αε − 1/κθεε ) sinϕ cosϕ dϕ√

(αε − 1/κθεε )(1− sin2 ϕ)
√
qε(1/κθεε + (αε − 1/κθεε ) sin

2 ϕ)/ log κε

=
√
2(αε − 1/κθεε )

∫ π/2

0

(1/κθεε + (αε − 1/κθεε ) sin
2 ϕ) sinϕ dϕ√

qε(1/κθεε + (αε − 1/κθεε ) sin
2 ϕ)/ log κε

.

With the aid of (7.6) and (7.12)

lim
εj→0

Jεj =
√
2α̃

∫ π/2

0

α̃ sin3 ϕ dϕ√
a

=

√
2α̃

√
α̃√

a

2

3
=

2
√
2

3

α̃
√
α̃√
a
.

This concludes the proof. □
In conclusion we obtain

M = lim
j→∞

∫ κεj

0

Wεj(y)dy =
2
√
2

3

α̃
√
α̃√
a
.

This conclude the proof of Lemma 7.3.

7.2 Proof of Lemma 7.4

For the solution wε(x) we have the expression as

(7.13) x =

∫ µε

w

ε√
2

dz√
Φε(z)

.
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Namely the inverse function of (7.13) gives the solution. Taking the change of
variables z = κεζ, y = κεx and w = κεW , we obtain

x = y/κε =

∫ µε/κε

W

1√
2

εκεdζ√
Φε(κεζ)

,

hence,

y =

∫ µε/κε

W

1√
2

dζ√
Φε(κεζ)/ log κε

follows and the solutionWε(y) is provided by the inverse function of this expression.
By choosing βε of (7.9), we show

yε :=

∫ µε/κε

βε/κε

1√
2

dζ√
Φε(κεζ)/ log κε

(7.14)

is uniformly bounded in ε. In view of

lim
ε→0

βε/κε = lim
ε→0

1/κθεε = 0, lim
j→∞

µεj

κεj
= α̃,

we have a = 1/α and

lim
j→∞

yεj =
1

2

∫ 1/a

0

dζ√
1− aζ

=

√
2

a
.

Namely, Wεj(yεj) → 0 as j → ∞. Consequently, we can assert that the limiting
function W0(y) has a bounded support.
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