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1. はじめに
本稿では押し操作 [1]（図 1）などのような凖静的な

グラスプレス・マニピュレーションにおいて，実際に
滑って動摩擦力が発生している接触点における摩擦力
の発生可能性について議論する．静力学において接触
力は，法線方向の力と摩擦力，すなわち接平面方向の力
の合力で表され，その発生可能な範囲を摩擦円錐で表
現する．著者の先行研究 [2]においては，剛体上で動摩
擦力が発生する接触点の接触力の発生可能な範囲は摩
擦円錐の一稜線で表されるとしていたが，実機実験に
よる検証でこれにそぐわない結果が得られていた．こ
れについて本稿では，動摩擦力が発生している接触点
において共存する静止摩擦力を考え，接触力の範囲を
定式化する．この解釈に基づいて計算した結果が，実
験結果によく合致することを報告する．
一般的な工学においてクーロン摩擦モデルは簡単な
数式で経験的な現象をよく記述するものとして多用さ
れる．クーロン摩擦における静止摩擦は，環境等に接
触しながら静止している物体が，その接触面に沿って
運動しようとするとき，運動しようとする方向と逆向
きに，接触面にはたらく作用のことをいう．一方，滑っ
ている接触点においては，その滑り運動を阻害するよ
うに，運動方向と逆向きに動摩擦力が発生する．これ
らの力の大きさはそれぞれ接触面の法線方向に作用す
る力 fnの大きさ ||fn||と，静止摩擦係数 µsまたは動
摩擦係数 µk の積で与えられる．

2. 力学モデル
著者らの先行研究 [2] に基づいて以下の力学モデル

を設定する．接触点 Plにおいて対象物に加わる接触力
f l ∈ R3 は次の式で表される．

f l := Clkl (1)

ここで kl ≥ 0である．Cl := [cl1, . . . , clrl ] ∈ R3×rl で
あり，clk は接触点における摩擦円錐の稜線を表す単位
方向ベクトルを表す．一般に静止している接触点で発
生可能な静止摩擦力を含む接触力の範囲を表す摩擦円
錐は上記Clで与えられる．一方，実際に滑っている接
触点においては，動摩擦力は実際の滑りと逆向きに作
用するので，摩擦力の方向は一意に決定される．すな
わち，摩擦円錐は一稜線に収縮する（rl = 1）とした．
ここで，実際に滑っている接触点では，滑りと逆向
きの動摩擦力のみが作用すると考えると，例えば滑り
方向に対して直交する向きの外乱に対する抵抗力が作
用しないことになる．つまり，一定方向の押し操作に
対して，押し方向と直交する方向の外乱に対して作用
できるのは，指との接触点における静止摩擦力のみと
なる．この条件から先行研究 [2]で解析した結果，質量
1 [kg] の物体に対して，µs = 0.19, µk = 0.16 として，
二本指で押し操作を行う場合のロバスト性の評価値は，
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0.30となった．これは指先に生じる最大摩擦力におお
よそ等しい．
しかし，これを実験で検証すると，運動が乱される
ときの外力の大きさは 1.2±0.2 [N]となり，摩擦係数の
ばらつきを考慮しても，解析値に比べて大きい．この
不合理な結果について，次項で摩擦モデルを考察する．

2.1 実際に滑っている接触点における摩擦力の考察

接触摩擦は見かけの接触面内の微小な接触領域にお
いて生じる固着を引き離すための凝着項と，接触面に
おけるめり込みによる掘り起こし項から記述できると
される [3]．したがって，実際に滑っている接触点にお
いても接触点の固着と剥離が繰り返されることでせん
断力として動摩擦力が作用していると捉えられる．こ
こで，接平面において実際の滑り運動に直交する方向
に外乱等が加わるとすると，微小接触領域は滑り方向
と外力の方向の両方に変位すると考えられる．これに
より，合成された変位方向と逆向きに復元力が発揮さ
れ，摩擦力となる．同時に，接触領域でのめり込みがあ
れば，少なくとも外力による変位方向に対する反力が
接触領域にせん断力として作用すると考えられる．以
上の摩擦原理の観点から，動摩擦力の発生している接
触点における摩擦力を，動摩擦力のみ，すなわち実際
の滑り方向と逆向きに限定することは不合理であると
考える．そこで，以下の力学モデルを検討する．
まず，静止摩擦係数 µs と動摩擦係数 µk は µs ≥ µk

であるとする．ここで，動摩擦の発生している接触点
における許容静止摩擦力を考えると，動摩擦力と静止
摩擦力の合成摩擦力は最大静止摩擦力を超えない（図
2）．図 2より滑っている接触点における，動摩擦力に
直交する許容静止摩擦力 fksの大きさ ||fks||は，接触
点における対象物内向き鉛直方向の力 ||fn||を用いて
次のようになる．

||fks|| = ||fn||
√

µ2
s − µ2

k (2)

次にこの接触点における摩擦円錐を記述する．式 (1)

より，実際に滑っていて，動摩擦力の発生している接
触点の接触力は次のように摩擦円錐の一稜線で表され
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るとしていた [2]．

f l := Clkl, Cl = cl1 (3)

ここで，実際に滑っている方向を表す単位接平面方向
ベクトルを tsl とおくと，次のようになる．

cl1 =
nl + µktsl
∥nl + µktsl∥

= Norm (nl + µktsl) (4)

ここで，Norm (·)は ∥ · ∥ = 1に正規化されたベクトル
を表すものとする．この接触点における動摩擦力に加
えて，さらに許容静止摩擦力を考える．許容静止摩擦
力は接平面において動摩擦力に直交するものとすると，
その方向は ± (tsl × nl)で与えられる．また，許容静
止摩擦力と動摩擦力の合力が最大静止摩擦力を超えな
いことから，最大許容静止摩擦力を表すための許容静
止摩擦係数 µks は次のように求められる．

µks = µk tan

(
cos−1

(
µk

µs

))
(5)

これより，許容静止摩擦力を考慮する摩擦円錐は次の
ように表せる．

Cl = [cl1, cl2] (6)

cli = Norm (nl + µktsl ± µks (tsl × nl)) (7)

よって，実際に滑っている接触点において動摩擦力が
はたらいていて，かつ滑り方向に直交する方向に静止
摩擦力が発生しうるとするときの，接触点の摩擦円錐
は，図 3のような二等辺三角形の範囲内と定義できる．

3. 数値計算と実験結果の例
先行研究 [2]で実施した数値計算例および実験結果に
ついて，提案手法による分析とを比較する．図 1のよ
うに，質量 1[kg]の直方体を位置制御されたロボット指
で押す操作を考える．なお，実験は図 4に示すように，
アルミニウムブロックをアルミニウム板（床板）の上
に置き，板をサーボシリンダ（ミスミ製 RS1）に連結
して直進運動させた．操作対象物であるアルミニウム
ブロックは外部に固定されたアルミニウムアングルの
エッジに支持され，床板が直動することで押し操作と
等価な動作が実現される．この押し操作中に， 6軸力
センサ（ワコーテック製 WDF-6M200-3）に取り付け
たアルミニウム製ツールを用いて外乱力を与え，押し
操作が乱されるときの外乱力（の反力）の大きさをこ
の力センサで計測した．
20回の計測から，操作対象物と床板との間の静止摩
擦係数は 0.19 ± 0.03，動摩擦係数は 0.16 ± 0.08とし

図 4 押し操作に対して外乱力を加える実験

た．また，アングルと対象物との間の摩擦係数は上の
値に等しいとした．
以上の条件において，許容静止摩擦力を考慮しない
解析を行った．線接触を両端の 2点接触に近似して操
作のロバスト性を解析したところ，押し操作の方向に
対して直交し，かつ水平面に平行な方向への外乱に対
して最も弱く，ロバスト性の評価値は 0.30 ([N])であっ
た．これは，押し操作中のロボット指と対象物との間
の，滑り方向に対して直交する方向にはたらく最大静
止摩擦力の大きさにほぼ等しい．この結果を受けて，上
記の実験環境において押し操作中の対象物に対して押
し操作方向に直交する外乱力を与える実験を行った．押
し操作が乱されるまでに加えられた外乱力の大きさは
10回の試行の平均で，1.2± 0.2 [N]であった．これは
計測のばらつきを考慮しても大きい．
次に本研究で提案する摩擦モデルに基づいて，摩
擦力を計算する．式 (2) より，滑っている対象物と
床面との間の，滑り方向に対して直交する方向に
はたらく許容静止摩擦力の大きさは，式 (2) より
∥fks∥ = ∥1.0× 9.8∥

√
0.192 − 0.162 = 1.0 となる．先

行研究において外乱力に抗するとしていた指先の摩擦
力に加えて，上記の許容静止摩擦力が発生していると
すれば，滑り方向に直交する方向のロバスト性の評価
値は 1.3程度になり，実験結果によく合致する．

4. 結論
本研究では，押し操作などの凖静的な物体操作にお
いて，動摩擦力が発生している接触点では動摩擦力だ
けでなく，それに直交する方向に発生可能な静止摩擦
力までを考慮したモデルを提案した．乾燥摩擦の原理
における凝着と掘り起こしを考えると，実際に滑って
いる接触点においては滑りと逆向きの動摩擦力だけで
なく，それに直交する方向に静止摩擦力が発生するこ
とが合理的であると説明した．また，この静止摩擦力
を考慮した接触力の発生範囲をモデル化した．今後は，
このモデルが他の条件下においても成立することを実
験的に検証するとともに，提案する摩擦円錐のモデル
に基づいた接触力解析の精緻化に取り組む．
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